
SZAKASZOS FOLYAMATOK ÜTEMEZÉSE AZ S-GRÁF
MÓDSZERTAN KITERJESZTÉSEIVEL

DOKTORI (PhD) ÉRTEKEZÉS

Adonyi Róbert
Témavezet®: Dr. Friedler Ferenc

Pannon Egyetem
M¶szaki Informatikai Kar

Informatikai Tudományok Doktori Iskola

2008



SZAKASZOS FOLYAMATOK ÜTEMEZÉSE AZ S-GRÁF
MÓDSZERTAN KITERJESZTÉSEIVEL
Értekezés doktori (PhD) fokozat elnyerése érdekében

Írta: Adonyi Róbert

Készült a Pannon Egyetem Informatikai Tudományok Doktori Iskolája keretében
Témavezet®: Dr. Friedler Ferenc

Elfogadásra javaslom (igen / nem)
(aláírás)

A jelölt a doktori szigorlaton ..........%-ot ért el

Veszprém ........................................
a Szigorlati Bizottság elnöke

Az értekezést bírálóként elfogadásra javaslom:

Bíráló neve: .................................................. (igen / nem)
(aláírás)

Bíráló neve: .................................................. (igen / nem)
(aláírás)

A jelölt az értekezés nyilvános vitáján ..........%-ot ért el

Veszprém ........................................
a Bíráló Bizottság elnöke

A doktori (PhD) oklevél min®sítése .................................

..............................
Az EDT elnöke

ii



Tartalomjegyzék

Tartalomjegyzék iii

Táblázatok jegyzéke vi

Ábrák jegyzéke viii

Kivonat xi

Abstract xii

Abstrakt xiii

Az értekezésben használt rövidítések xiv

Köszönetnyilvánítás xvii

1. Bevezetés 1
1.1. Célkit¶zések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Jelölések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Gyakran használt fogalmak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2. Szakirodalom áttekintése 5
2.1. Ütemezési feladatok típusai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2. Ütemezési feladatok bonyolultsága . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Ütemezési feladatok a szakirodalomban . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3. S-gráf módszertan bemutatása 22
3.1. Szakaszos ütemezési feladat megadása . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2. Szakaszos folyamatok ábrázolása S-grá�al . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3. S-gráf matematikai leírása [86] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3.1. Recept-gráf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.3.2. Ütemezési-gráf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4. S-gráf alapalgoritmus ütemezési feladatok megoldására . . . . . . . . 32
3.4.1. Részfeladat ábrázolása és adatstruktúrák inicializálása . . . . 32

iii



3.4.2. Szétválasztás eljárás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.4.3. Korlátozás eljárás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.5. Az EQ-SG algoritmus m¶ködésének szemléltetése . . . . . . . . . . . 38
3.6. Az S-gráf alapalgoritmus keresési terének csökkentése: egy termékb®l

több batch el®állítása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.6.1. Technikailag ekvivalens ütemezések . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.6.2. Recept-gráf kiegészítése segéd-élekkel . . . . . . . . . . . . . . 47
3.6.3. Redundanciát kizáró feltételek további élesítése . . . . . . . . 49
3.6.4. Szemléltet® feladat a segéd-élek alkalmazására . . . . . . . . . 50

4. Taszk alapú döntési stratégia ütemezési feladatok megoldása során 52
4.1. Berendezés alapú döntési stratégia el®nyei és hátrányai . . . . . . . . 53
4.2. Algoritmus a taszk alapú döntési stratégia alapján . . . . . . . . . . . 55

4.2.1. Részfeladat ábrázolása és az adatstruktúrák inicializálása . . . 55
4.2.2. Szétválasztás eljárás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.2.3. Korlátozás eljárás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.2.4. TA-SG algoritmus m¶ködésének bemutatása . . . . . . . . . . 63

4.3. Több batch egyidej¶ kezelése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.4. Az EQ-SG és a TA-SG algoritmusok viselkedésének az összehasonlítása 73
4.5. Összefoglalás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5. Szakaszos m¶ködés¶ termel® folyamat korlátozott tisztítási költség¶
ütemezése 82
5.1. Berendezések tisztítását �gyelembe vev® ütemezési módszerek

szakirodalma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.2. A megoldandó festékipari feladat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.3. S-gráf módszertan alkalmazása a festékgyártási feladatra . . . . . . . 88

5.3.1. Keresési tér csökkentése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.3.2. Tároló berendezések ütemezése . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.3.3. Lineáris programozási modell a részfeladat végrehajtási idejére

érvényes alsó korlát meghatározására . . . . . . . . . . . . . . 90
5.4. Algoritmus a festékgyártási feladatra . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.5. Ipari feladat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.6. Összefoglalás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6. Ütemezés h®integrációval 99
6.1. Szakaszos folyamatok h®integrációjának szakirodalma . . . . . . . . . 100
6.2. Ütemezési és h®integrációs feladat kapcsolódása . . . . . . . . . . . . 104
6.3. Szakaszos ütemezési feladat h®integrációja . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.4. Kapcsolódó komponens területek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

6.4.1. Mester feladat: ütemezés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.4.2. Szakaszos folyamatok h®integrációja . . . . . . . . . . . . . . 108

6.5. Szakaszos folyamatok h®integrációjára kidolgozott algoritmus . . . . . 109

iv



6.5.1. Id®intervallumok id®ben párhuzamos taszkok kezelésére . . . . 109
6.5.2. Szétválasztás eljárás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
6.5.3. Korlátozás eljárás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

6.6. Példa szakaszos ütemezési feladat h®integrációjára . . . . . . . . . . . 116
6.7. Összefoglalás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

7. Új tudományos eredmények 121

8. Major results and summary of accomplishments 123

A. Komponens-gráf 125

B. Körkeres® algoritmus 127

C. Leghosszabb-út keres® algoritmus 129

D. Lineáris programozási modell a részfeladat alsó korlátjának
számítására 131

Irodalomjegyzék 135

v



Táblázatok jegyzéke

3.1. A 3.1. feladat megoldása során vizsgált részfeladatokra számított alsó
korlát értékek (azonosítók a 3.11 ábrához kapcsolódnak). . . . . . . . 43

3.2. A 3.2. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.1. A 4.2. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2. A 4.10 ábra keresési fájának csúcsaihoz tartozó ütemezések. . . . . . 68
4.3. A 4.3. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.4. A 4.4. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.5. A 4.4. feladat megoldása során a TA-SG algoritmussal kapott futási

eredmények. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.6. A 4.5. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.7. A 4.5. feladat megoldása során kapott futási eredmények. . . . . . . . 75
4.8. A 4.6. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.9. A 4.7. feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.1. Ipari feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.2. Batch-ek száma termékenként. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.3. Örl® berendezések (E1-E5 berendezések) tisztítási költségei (CU). . . 94
5.4. Kever® berendezések (E6-E9 berendezések) tisztítási költségei (CU). . 96
5.5. Tároló berendezések (E10-E20 berendezések) tisztítási költségei (CU). 96

6.1. Szemléltet® példa receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
6.2. A h®integrációs feladat receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.3. A h®integrációs feladat h®áramai. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.4. A feladat optimális megoldásában lev® h®cserék. . . . . . . . . . . . . 119

D.1. A szemléltet® példa receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
vi



Ábrák jegyzéke

3.1. Ütemezés ábrázolása Gantt-diagrammal. . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2. Téglagyártás receptje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3. Hagyományos gráf átalakítása kombinatorikus algoritmusok számára. 27
3.4. Élek jelentése az S-gráfban. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.5. Az EQ-SG algoritmus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.6. Az EQ-SG algoritmus EQ-szétválasztás eljárása. . . . . . . . . . . . . 37
3.7. Az EQ-SG algoritmus EQ-korlátozás eljárása. . . . . . . . . . . . . . 38
3.8. A 3.1. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.9. A 3.1. feladat teljes leszámolási fája (korlátozási lépés nélkül). . . . . 40
3.10. A 3.1. feladat teljes leszámolási fájának leveleihez tartozó S-gráfok.

Körök vastagított élekkel jelölve. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.11. A 3.1. feladat megoldása során bejárt keresési fa a korlátozás lépés

alapján. (Az optimális megoldás a 11-es részfeladat, a végrehajtási
ideje: 43.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.12. A 3.2. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.13. A 3.2. feladat egy optimális ütemezési-gráfja. . . . . . . . . . . . . . 45
3.14. A 3.2. feladat 3.13. ábrán látható ütemezésének Gantt-diagrammja. . 45
3.15. Ütemezés Gantt-diagrammja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.16. A 3.15 ábra ütemezésével technikailag azonos ütemezés. . . . . . . . . 46
3.17. A 3.16 ábra ütemezését kizáró recept-gráf. . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.18. Egyszer¶ recept recept-gráfja segéd-élekkel kiegészítve, ha n batchnyit

kell egy termékb®l ütemezni. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.19. Összetett recept recept-gráfja segéd-élekkel kiegészítve. . . . . . . . . 49

vii



3.20. Recept-gráf segéd-élekkel kiegészítve, ha minden taszk csak egy berendezéssel
hajtható végre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.1. A TA-SG eljárás. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2. A taszk alapú döntési stratégiát megvalósító TA-szétválasztás eljárás

a TA-SG algoritmus számára. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3. A szül® részfeladat ütemezése (leghosszabb út: 47). . . . . . . . . . . 60
4.4. A gyermek részfeladat ütemezése (leghosszabb út: 45). . . . . . . . . 60
4.5. A TA-szétválasztás eljárás során új taszk ütemezése a gyermek

részfeladatban. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.6. 4.1. feladat feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.7. A 4.1. feladat EQ-SG és TA-SG algoritmusokkal bejárt keresési fái. . 65
4.8. A 4.1. feladat optimális ütemezését ábrázoló ütemezési-gráf és Gantt-

diagramm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.9. A 4.2. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.10. A 4.2. feladat teljes leszámolási keresési fája. . . . . . . . . . . . . . . 67
4.11. A TA-SG algoritmus során bejárt keresési fa. . . . . . . . . . . . . . . 69
4.12. A 4.2. feladat egy optimális megoldásának ütemezési-gráfja. . . . . . 69
4.13. A 4.2. feladat egy optimális megoldásának Gantt-diagrammja. . . . . 70
4.14. A 4.3. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.15. A 4.3. feladat egy optimális ütemezési-gráfja. . . . . . . . . . . . . . 71
4.16. A 4.3. feladat egy optimális ütemezésének Gantt-diagrammja. . . . . 71
4.17. A 4.4. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.18. A 4.5. feladat recept-gráfja (1-1 batchnyi minden termékb®l). . . . . 75
4.19. A 4.6. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.20. A 4.6. feladat egy optimális ütemezésének Gantt-diagrammja. . . . . 77
4.21. A 4.7. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.22. A 4.7. feladat egy optimális ütemezésének Gantt-diagrammja. . . . . 79

5.1. Festékgyártást leíró recept. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2. Recept-gráf készítése a festékgyártás receptjéb®l. . . . . . . . . . . . . 89

viii



5.3. A 9-es és 7-es csúcs közötti él biztosítja, hogy az E7 berendezés, csak
a 4-es taszk (csomagolás típusú) befejezése után kezdheti meg a 7-es
taszkot. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.4. A P-korlátozás eljárás. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.5. Minimális végrehajtási idej¶ ütemezési-gráf, melyben a szaggatott élek

tisztítási költséggel járó váltásokat jelölnek. . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.1. A 6.1. táblázat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.2. Minimális végrehajtási idej¶ ütemezés Gantt-diagrammja. . . . . . . 105
6.3. Egy megvalósítható ütemezés Gantt-diagrammja. . . . . . . . . . . . 106
6.4. Recept-gráf kiegészítve h®folyamatokkal. . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.5. S-gráf id®intervallumokkal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
6.6. Az SCH-HENS-korlátozás eljárás. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
6.7. Párhuzamos meleg- és hidegáramok (a vonalazott terület a h®csere

lehetséges idejét jelöli). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
6.8. S-gráf lehetséges h®cserével. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
6.9. Az i taszk tevékenységeinek sorozata h®csere esetén. . . . . . . . . . . 115
6.10. A 6.1. feladat recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
6.11. A feladat optimális ütemezésének Gantt-diagrammja. . . . . . . . . . 119

A.1. Ütemezési-gráf a komponens-gráfok bemutatásához. . . . . . . . . . . 125
A.2. A G′

E1, G′
E2, G′

E3 és G′
E4 komponens-gráfok. . . . . . . . . . . . . . . 126

B.1. A körkeres® algoritmus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

C.1. A leghosszabb út keres® algoritmus. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

D.1. A szemléltet® példa recept-gráfja. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

ix



Kivonat

Szakaszos folyamatok ütemezése az S-gráf módszertan
kiterjesztéseivel
Termel® és szolgáltató rendszerek m¶ködését, viselkedését elemezve az esetek jelent®s
részében ütemezési feladatokat kell megoldani. Az ütemezési feladatok kombinatori-
kus jellege és az ipari feladatok mérete miatt a szakirodalomban közölt matematikai
programozási modellek nagy számú egész típusú változót tartalmazhatnak. A nagy
méret¶ modellek megoldásának nehézsége miatt gyakran heurisztikus szabályokkal
csökkentik a keresési teret, ami az optimum elvesztéséhez vezethet.

A dolgozat az ütemezési feladatok matematikai modelljének megoldására az S-gráf
módszertant [Holczinger 2002, Sanmartí 1998, 2002] használja. Az S-gráf módszer-
tan kihasználja az ütemezési feladatok speciális tulajdonságait, a keresési tér csök-
kentésére, ezáltal nagyméret¶ ipari feladatok megoldását teszi lehet®vé. Az S-gráf
módszertan tartalmazza az S-gráfot, ami megfelel®en ábrázolja az ütemezési felada-
tokat, és az alapalgoritmust, ami kombinatorikus eszközökkel kiegészítve ipari méret¶
feladatok megoldását teszi lehet®vé.

A disszertációban a szerz® különböz® ütemezési feldatokat old meg az S-gráf mód-
szertannal. El®ször egy egy új szétválasztási algoritmust ismertet, mellyel eddig ke-
zelhetetlen méret¶ feladatok megoldására nyílik lehet®ség. Másodszor a szerz® bemu-
tatja az S-gráf módszertant kiterjesztését a berendezések ütemezését®l függ® tisztítási
költségének kezelésére. Végezetül a szerz® egy S-gráf módszertant használó algorit-
must dolgozott ki, mellyel ütemezési és h®integrációs feladatok egyidej¶ megoldására
nyílik lehet®ség.

x



Abstract

Batch process scheduling with the extensions of the
S-graph framework
The analysis of production and supply systems usually requires the solution of a
scheduling problem. Because of their combinatorial nature and the signi�cant size,
industrial scheduling problems in the literature are described by mathematical models
containing large number of integer variables. The computational di�culties in solving
such large-scale mathematical models, usually call for the reduction of the search space
using heuristic rules, which can lead to the loss of optimality.

In the present dissertation the S-graph framework [Holczinger 2002, Sanmartí
1998, 2002] is used for solving scheduling problems. This framework exploits the
special features of scheduling problems to e�ciently reduce the search space, thus
enabling the solution of realistic industrial-scale cases. The framework consists of
the S-graph, which provides an appropriate representation of scheduling problems
and an algorithm employing combinatorial tools for solving industrial-size scheduling
problems.

Several types of scheduling problems have been solved using the S-graph frame-
work. Firstly, a new branching procedure is introduced, which achieves further ac-
celeration to solve certain scheduling problems. Secondly, the S-graph framework
is extended to solve the scheduling problems, taking into account cleaning costs in
industries where it is relevant. Finally, an algorithm which is capable of solving com-
bined scheduling and heat integration problems is introduced, based on the S-graph
framework.
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Abstrakt

Die Beschreitungen der S-Graf Methode mit den Takt-
aufgaben von Batch-Prozessen
Bei der Analyse vom Betrieb und Wesen der Produktions- und Leistungssysteme
müssen meistens Taktaufgaben gelöst werden. Da die Taktaufgaben einen kombina-
torischen Charakter haben und da bei der Produktionsindustrie wachsende Ausmasse
annehmen, in der Fachliteratur angegebene mathematische Programiermodelle kön-
nen viele integer Variablen beinhalten. Oft wird der gesuchte Suchraum wegen der
schwierigen Lösungen von grossen Modellen mit heuristischen Regeln verringert. Es
führt zum Verlust vom Optimum.

Die Arbeit verwendet die S-Graf Methode [Holczinger 2002, Sanmartí 1998, 2002]
zur Lösung der mathematischen Modell von Taktaufgaben. Die S-graf Methode nutzt
die spezi�schen Eigenschaften der Taktaufgaben aus, um den Suchraum zu verringern
und so können bedeutende industrielle Aufgaben gelöst werden. Die S-Graf Methode
enthält den S-Graf - der stellt die Taktaufgaben entsprechend dar - und den Grund-
algorithmus, der ergänzt von kombinatorischen Mitteln geeignet ist, bedeutende in-
dustrielle Aufgaben zu lösen.

In dieser Abhandlung werden mit der Hilfe von S-Graf Methode verschiedene
Taktaufgaben verwirklicht. Zuerst legt der Verfasser ein neuer Bound-Algorithmus
dar, damit bisher unlösbare Grösse von Aufgaben gelöst werden können. Dann veran-
schaulicht der Verfasser die Beschreitung von S-Graf zur Abfertigung der Reinigungs-
kosten anhand der Taktaufgaben von Einrichtungen. Am Ende der Arbeit konzipierte
der Verfasser eine S-Graf Methode bei einem Algorithmus, womit Taktaufgaben und
Wärmeintegrationsaufgaben gleichzeitig gelöst werden können.
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Az értekezésben használt rövidítések

ACS (Ant Colony Systems) � A hangyák viselkedését modellez® evoluciós módszer
optimalizálási feladatok megoldására.

AoA (Activity on Arc) � Olyan gráf, melyben az ütemezési feladat tevékenységeit a
gráf élei jelölik.

AoN (Activity on Node) � Olyan gráf, melyben az ütemezési feladat tevékenységeit
a gráf csomópontjai jelölik.

CIS (Common Intermediate Storage) � Tárolási stratágia, melyben adott mennyiség¶
tároló berendezést használhatunk, azonban a tároló berendezések helye nem rögzített
a receptben.

CPU (Central Processing Unit) � Központi feldolgozó egység, vagy processzor a szá-
mítógép azon része, mely az utasítások értelmezését és végrehajtását vezérli.

EQ-SG � Az S-gráf módszertanhoz kifejlesztett berendezés alapú döntéseket használó
szétválasztás és korlátozás algoritmus.

FIS (Finite Intermediate Storage) � Olyan tárolási stratégia a termelési folyamatban,
ahol véges számú és méret¶ tároló berendezés ütemezésével kell gondoskodni a köztes
anyagok tárolásáról.

FMS (Flexible Manufactoring System) � Olyan termel® rendszer, ahol a taszkok vég-
rehajtási ideje változhat.

HEN (Heat Exchanger Network) � H®cserél® berendezéseket tartalmazó hálózat.

HENS (Heat Exchanger Network Synthesis) � H®cserél® hálózatok szintézise egy
olyan feladat, ahol a h®cserél® hálózat megtervezése a cél.
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xiv

ISA SP88 � Szakaszos folyamatok leírására létrejött ISA szabvány.

JIT (Just In Time) � Az ütemezés célja, hogy a termékek minél pontosabban a kívánt
határid®re készüljenek el.

LCA (Lifecycle Analysis) � Az LCA során az optimális gyártási struktura kialakításá-
ban nemcsak a termékek el®állításának költségeit, hanem a lebontási, újrahasznosítási
költségeit is �gyelembe veszik.

LP (Linear Programming) � Lineáris programozási feladat.

MIBLP (Mixed Integer Bilinear Programming) � Olyan optimalizálási feladat, ami
szétbontható két összefügg® MILP feladatra.

MILP (Mixed-Integer Linear Programming) � Optimalizálási feladatot leíró egész
és folytonos változókat és lineáris feltételeket tartalmazó matematikai programozási
modell (vegyes egész lineáris programozási feladat).

MINLP (Mixed-Integer NonLinear Programming) � Egy optimalizálási feladatot le-
író egész és folytonos változókat és nemlineáris feltételeket tartalmazó matematikai
programozási feladat (vegyes egész nemlineáris programozási feladat).

MIS (Mixed Intermediate Storage) � Olyan tárolási stratégia, melyben a gyártási
folyamat különböz® pontjain UIS, NIS, FIS és ZW is jelen lehet.

NIS (Non Intermediate Strorage) � Olyan tárolási stratégia a termelési folyamatban,
ahol a köztes anyagok berendezésekben való tárolásáról gondoskodni kell az ütemezés
során.

P-gráf � Hálózatszintézis feladatok ábrázolására és megoldására létrehozott páros
gráf. A P bet¶ az angol process szóra utal.

PERT (Program Evaluation and Review Technique) � Projekt menedzsment során
tevékenység ütemezésre és elemzésére használt eszköz.

RTN (Resource Task Network) � Ütemezési feladatok ábrázolására létrehozott páros
gráf.



xv

S-gráf � Ütemezési feladatok ábrázolására létrehozott gráf. Az S bet¶ az angol sche-
dule szóra utal.

SCM (Supply Chain Management) � Ellátási lánc menedzsment a termékek el®állítá-
sával és értékesítésével kapcsolatban jelentez® anyag- és információáramokkal, pénz-
ügyi folyamatok modellezésével és optimalizálásával foglalkozó tudományterület.

SS/TDMA (Satellite-Switched/Time Division Multiple Access) � M¶hold - földi há-
lózat csatolás ütemezési feladat.

SSN (State Sequence Network) � Ütemezési feladatokhoz létrehozott gráf, melyek az
állapotok (state) sorrendjét ábrázolja.

STN (State Task Network) � Ütemezési feladatok ábrázolására létrehozott páros gráf.

TA-SG � Az S-gráf módszertanhoz kifejlesztett taszk alapú döntéseket használó szét-
választás és korlátozás algoritmus.

UIS (Unlimited Intermediate Storage) � Olyan termelési folyamat, ahol az anyagok,
vagy a recept jellege miatt a köztes anyagok tárolásáról nem kell gondoskodni az
ütemezés során.

ZW (Zero Wait) � Olyan tárolási stratégia, ahol a köztes anyagokat nem lehet tárolni,
hanem el®állításuk után azonnal fel kell dolgozni ®ket.
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1. fejezet

Bevezetés

Termel® és szolgáltató rendszerek m¶ködését, viselkedését elemezve az esetek jelent®s
részében ütemezési feladatokkal találkozunk, így például a vegyiparban, az olajipar-
ban, a gépiparban, a mez®gazdaságban, az épít®iparban és a szállítmányozásban.
A termel® és szolgáltató rendszerek mellett az informatikai rendszerekhez is kap-
csolódnak bonyolult ütemezési feladatok. Ha a rendszer tartalmaz olyan konkurens
folyamatokat, melyek ugyanazokat az er®forrásokat igénylik és nem áll rendelkezésre
megfelel® számú er®forrás, akkor az er®források ütemezésével lehet a folyamatokat
kiszolgálni.

Az ütemezés a számítástechnikának is az egyik kulcskérdése. A számítógép pro-
cesszorának (CPU) m¶ködését ütemezési algoritmusok irányítják. A végrehajtásra
váró folyamatok processzorra való ütemezésének jósága, hatékonysága a számítógép
viselkedését, használhatóságát befolyásolja. Mivel az ütemezés min®sége az egész
rendszer m¶ködését meghatározza, ezért nagyon fontos, hogy a nagy számú lehetséges
ütemezési alternatíva közül a lehet® legjobb ütemezéseket keressük meg elfogadható
számítási id® alatt.

Az Internetet m¶ködtet® eszközök között is találunk olyan összetett rendszereket,
melyek megfelel® m¶ködéséért ütemezési algoritmusok a felel®sek. Képzeljünk el egy
kliens-szerver architektúrán létrehozott on-line digitális könyvtárat, mely több nagy
teljesítmény¶ szerver gépb®l áll. Ezeknek a szervereknek kell a kliens gépeket ada-
tokkal kiszolgálniuk oly módon, hogy a rendszer válaszideje a lehet® legkisebb legyen.
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Ilyenkor a kliens kérések megfelel® szerver gépekhez rendelését ütemezni kell.
Ütemezés során a cél er®forrásainkhoz taszkok hozzárendelése egy olyan id® in-

tervallumra mely alatt a taszkot elvégzi. Azt az er®forrás � taszk hozzárendelést
keressük, mely optimális (pl. minimális végrehajtási idej¶, legnagyobb pro�tú) és
teljesíti a rendszer korlátozásait (pl. taszkok sorrendisége, er®források tisztítása).

1.1. Célkit¶zések
Az értekezésben célom szakaszos m¶veleteket tartalmazó ütemezési feladatok bemu-
tatása, optimális megoldásukra algoritmikus eszközök adása. Munkámhoz a nagy
méret¶ ütemezési feladatokat is hatékonyan kezel® Sanmartí és társai által publikált
S-gráf módszertant [84, 86] tekintem alapnak az értekezésben érintett feladatosztályok
vizsgálatánál. Az S-gráf módszertan hatékonysága az ütemezési feladatok kombina-
torikus tulajdonságainak kihasználásán alapszik [34].

Az S-gráf módszertan tartalmazza az ütemezési feladatok megfelel® ábrázolására
kidolgozott S-gráfot, az alapalgoritmust, mely az S-gráf ábrázolást használva megadja
a feladat optimális megoldását és a lehet®séget arra, hogy kombinatorikus eszközök
beépítésével további feladatok megoldására nyílik lehet®ség. Az értekezésben bemu-
tatok egy új szétválasztás eljárást, mely eljárás az S-gráf alapalgoritmus döntési stra-
tégiájára egy másik alternatíva. Az új szétválasztás eljárást az S-gráf módszertanba
építem. Bemutatom az új eljárás m¶ködését és ismertetem kedvez® tulajdonságait
(4. fejezet).

Az S-gráf módszertanban a berendezések optimális ütemezéséhez �gyelembe vesz-
szük a berendezések váltási idejét, azaz a berendezéshez rendelt két egymásután
végrehajtandó taszk között a berendezés beállítására, kon�gurálására szükséges id®-
mennyiséget. Az S-gráf módszertan azonban nem számol a berendezések tisztításának
szükségességével, a tisztítások költségeivel. Bemutatok egy algoritmust, mely olyan
optimális ütemezést szolgáltat, melyben a berendezések tisztításának költségeit is �-
gyelembe veszem (5. fejezet).
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Szakaszos folyamatokat tartalmazó ütemezési feladatok gyakran olyan anyagára-
mokat is tartalmaznak, melyeket h¶teni, vagy melegíteni kell. Az anyagáramok h¶-
tése és melegítése h®csere útján történik úgy, hogy a h®cseréknél a rendszer más
anyagáramait, vagy küls® szolgáltatótól vásárolt h®t használhatunk. Megfelel® üte-
mezéssel a küls® szolgáltatótól vásárolt h® mennyisége csökkenthet®. Bemutatok egy
algoritmust, melyben a berendezések ütemezése mellett �gyelembe veszem a termel®
rendszer h¶tési és melegítési igényeit, megadom a h®integrációs ütemezési feladatok
optimális megoldását (6. fejezet).

1.2. Jelölések
A termel® folyamatban ütemezend® termékeket az A, B, C, ... jelöli. Az ütemezési
feladatban a taszkokat pozitív egész számokkal (1, 2, 3, ...), vagy i, j, k változókkal
jelölöm. Az ütemezend® n darab berendezést E1, E2, ..., En jelöli.

Az S-gráf egy egy olyan diszjunktív gráf, melyben nemnegatív érték¶ élek sze-
repelnek. Ha a gráfban valamely élnek nincs feltüntetve az értéke, akkor az az él 0
érték¶ élt jelöl. Az S-gráfban szerepl® csúcsokat az egyértelm¶ hivatkozás céljából egy
pozitív egész azonosítóval látom el. Ütemezési feladatban ha valamely berendezéshez
nincsen váltási id® de�niálva, akkor a váltási id® értéke 0.

A szétválasztás és korlátozás algoritmusok m¶ködését keresési fákkal szemléltetem.
A keresési fa csúcsai a részfeladatok, az élei részfeladatokon végrehajtott döntéseket
ábrázolják. A keresési fa csúcspontjaiban a vizsgált döntési változót az élein a vizsgált
döntési változó lehetséges értékeit ábrázolom.

Az ütemezési szakirodalom nyelve az angol. A gyakran használt fogalmak, elneve-
zések, rövidítések angol nyelv¶ megfelel®jét a magyar kifejezés után zárójelben d®lt
bet¶kkel adom meg.
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1.3. Gyakran használt fogalmak
Ütemezési feladatokban a feladat jellegét®l függ®en eltér® elnevezést használnak azo-
nos, vagy hasonló jelentés¶ fogalmakra, eszközökre. Megadom az értekezésben hasz-
nált elnevezéseket és a teljesség igénye nélkül ismertetek néhány alternatívát az elne-
vezésekre.

- Termék (product): az ütemezés során el®állítandó anyag, tárgy, szolgáltatás.

- Recept (recipe): a termék el®állítását leíró gyártási utasítások.

- Batch (batch): a termék el®állításának egyszeri folyamata, mely során adott
mennyiség¶ termék keletkezik. A shop ütemezési feladatoknál a munka (job)
elnevezést használják a szakirodalomban. A batch magyar nyelven köteget, ada-
got jelent, azonban a vegyiparban a francia eredet¶ sarzs (charge) szót használ-
ják. Az értekezésben a megfelel® magyar kifejezés hiánya miatt a továbbiakban
batch-et használom.

- Taszk (task): a termék el®állításának egy elemi lépése, mely során adott beme-
netb®l adott kimenet keletkezik. A taszkokat a szakirodalomban szokás m¶ve-
letnek, munkának is nevezni.

- Berendezés (equipment unit): a taszk végrehajtására használható eszköz. Szo-
kás még gépnek is nevezni.



2. fejezet

Szakirodalom áttekintése

A folytonos, félfolytonos és a szakaszos m¶veleteket tartalmazó termel®, szolgáltató
rendszerek ütemezése fontos feladat. Az elméletben és a gyakorlatban is nagy �-
gyelmet szentelnek az ütemezési feladatok megoldására a mai napig. Az ütemezés
jelent®sen befolyásolja a termelés hatékonyságát, ezért gazdaságossági szempont a
megfelel® termelési folyamat, ütemezés meghatározása. A termelési rendszer bels®
rugalmassága lehet®séget adhat egy jobb ütemezés megvalósítására. Az egyre ponto-
sabb, összetettebb ütemezési modellek és a folyamatosan növekv® számítási teljesít-
mény indukálja az új tudományos eredményeket és biztosítják az ipari alkalmazható-
ságukat.

Vegyipari termékek jelent®s részét szakaszos gyártási m¶veletekkel állítják el®.
Szakaszos gyártási folyamatok legjelent®sebb tulajdonsága a nagy mérték¶ rugalmas-
ság, mellyel nagyszámú, különböz® terméket lehet el®állítani. A szakaszos folyamatok
széles körben való alkalmazása miatt fontos az ilyen termel® rendszerek ütemezésének
kutatása.

Szakaszos rendszerekhez kapcsolódó ütemezési feladatokat csoportosíthatjuk a m¶-
veletek és berendezések összekapcsolási szabályai alapján. Többtermékesnek nevezzük
azt a rendszert (multiproduct plant), melyben az egy termékhez tartozó több batchnyi
mennyiséget pontosan ugyanazokkal a berendezésekkel és ugyanabban a sorrendben
lehet el®állítani. Többcélú rendszer (multipurpose plant) esetén a termékek el®állítási
módja különböznek.
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Szakaszos termel® rendszerekben a termelés batchekben történik. Ez azt jelenti,
hogyha az el®állítandó termék mennyisége több, mint amennyi termék a recept egy-
szeri végrehajtásával keletkezik, akkor a recept többszöri megismétlésével állítják el®
a kívánt termékmennyiséget. A recept egyszeri végrehajtását, ütemezését jelenti egy
batchnyi termék el®állítása.

Termel® folyamatoknál fontos kérdés, hogy a gyártás során keletkez® köztes anya-
gok milyen tulajdonságúak. Tárolás szempontjából kérdéses, hogy a köztes anyagokat
lehet-e tárolni, kell-e tárolni, vagy a folyamat és a gyártási környezet olyan, hogy a
köztes anyagok tárolási kérdéseivel nem kell foglalkozni az ütemezés során. Ha tárolni
kell a köztes anyagokat, akkor azokat csak a tárolásra használt dedikált tároló beren-
dezésekben, vagy magában az anyagot gyártó berendezésben lehet tárolni addig, míg
a következ® gyártó berendezésbe nem kerül. Az ütemezési feladatokban el®forduló
tárolási tulajdonságok a következ® f® tárolási stratégiákkal jellemezhet®ek [33, 80]:

• Az UIS (Unlimited Intermediate Storage) tárolási stratégia esetén a gyártási
környezet olyan, hogy a gyártási folyamat alatt keletkez® köztes anyagokat vég-
telen mennyiségben lehet tárolni. Ez jelentheti azt, hogy megfelel®en nagy
számban áll a rendelkezésünkre tároló berendezés, és ezeknek ütemezésével nem
kell foglalkozni, vagy esetleg azt is, hogy a köztes anyag olyan tulajdonságú,
hogy nem szükséges tárolót biztosítani a számára.

• Az NIS (Non Intermediate Storage) tárolási stratégia esetén taszkok közötti köz-
tes anyag tárolására nincsen lehet®ség, azaz a köztes anyagot a taszk elvégzése
után a taszkot végrehajtó berendezésben kell tárolni addig, míg az ütemezés
alapján a következ® taszkot végrehajtó berendezésbe nem kerül a köztes anyag.
Ennek a korlátnak az a következménye, hogy a taszkot végrehajtó berendezés
csak azután hajthatja végre a hozzá rendelt következ® taszkot, ha a benne tárolt
köztes anyagot áttöltöttük egy másik berendezésbe.

• Az FIS (Finite Intermediate Storage) tárolási stratégia esetén a termel® folya-
mat véges számú és méret¶ tároló berendezést tartalmaz. Mindegyik tároló
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berendezés csak két el®re meghatározott, rögzített berendezés között alkalmaz-
ható a köztes anyag tárolására. Általában a tároló berendezések megfelel® üte-
mezését is meg kell határozni.

• A ZW (Zero Wait) tárolási stratégia esetén a köztes anyagokat nem tárolhatjuk
sem az azokat el®állító berendezésekben, sem dedikált tároló berendezésekben,
hanem a köztes anyagokat az el®állításuk után azonnal át kell tölteni az azt
feldolgozó következ® berendezésbe, amely az áttöltés után rögtön elkezdi fel-
dolgozni a benne lev® anyagot. Szemléletesen az ütemezésnek biztosítania kell
ZW stratégia esetén, hogy a köztes anyagok sehol se várakozhatnak a termel®
rendszerben.

• Az MIS (Mixed Intermediate Storage) tárolási stratégia az el®z® négy tárolási
stratégia keveréke, azaz a gyártási folyamat különböz® pontjain más-más táro-
lási stratégiák teljesülését kell biztosítani.

• A CIS (Common Intermediate Storage) tárolási stratégia esetén a termel® rend-
szer véges számú és méret¶ tárolót tartalmaz. Ez a stratégia abban különbözik
az FIS stratégiától, hogy ebben az esetben a tároló berendezések helye nem
rögzített.

A szakirodalomban els®sorban az UIS stratégiával foglalkoznak. Az UIS stratégia
els®sorban a gépiparra jellemz®, ahol a köztes anyagok tárolása könnyen megoldható
egy nagy raktárépület segítségével. Az NIS stratégia a vegyipari rendszerekre jel-
lemz®, mikor folyékony vagy akár instabil köztes anyagok is szerepelhetnek a gyártási
folyamatban. Az ilyen anyagok megfelel® tárolásáról a berendezések ütemezésének
kell gondoskodnia.

2.1. Ütemezési feladatok típusai
Ütemezési feladatokat széles kör¶ el®fordulásuk és összetett jellegük miatt sokféle
szempont alapján osztályozhatjuk. Az ütemezési feladatokat osztályozhatjuk a ter-
mékek elkészítéséhez szükséges m¶veletek, feladatok végrehajtásának módja alapján.
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Megkülönböztethetünk � job shop�, ��ow shop� és �open shop� ütemezési feladatokat.
Minden termék egy munka (job) meghatározott szabályok szerinti végrehajtásával
állítható el®. A job egy, vagy több m¶veletet tartalmaz, a m¶veleteket berendezé-
sek hajtják végre. Általában feltehetjük, hogy az elkezdett m¶veleteket nem lehet
megszakítani, minden m¶veletet egy id®ben csak egy gépen lehet végrehajtani.

A ��ow shop� ütemezési feladatokban a job-ok m¶veletei ugyanabban a sorrend-
ben haladnak végig az azokat végrehajtó ugyanazon berendezéseken. Ezért a �ow
shop ütemezést �permutációs ütemezésnek� szokás nevezni, mivel a feladat a termé-
kek optimális sorrendjének, permutációjának a meghatározása.

A �job shop� ütemezési feladatokban mindegyik job több gépen keresztül, azonban
a m¶veletek rögzített sorrendjében végezhet® el. Flow shop feladatokkal ellentétben
job shop ütemezés esetén a különböz® jobok azonos m¶veletei különböz® gépekkel is
elvégezhet®ek. Feltételezzük, hogy különböz® job-ok m¶veletei között nincsen rende-
zés, bármelyiket végre lehet hajtani hamarabb. Blazewicz és társai összegy¶jtötték
és elemezték a job shop feladatok megoldására született módszereket [11].

Az �open shop� ütemezési feladat hasonló a job shop feladathoz, eltérés abban
van, hogy míg a job shop feladatoknál a job-ok m¶veleteinek a sorrendje rögzített,
addig az open shop feladatokban a job m¶veleteit bármilyen sorrendben végre lehet
hajtani a megfelel® gépeken [45].

A �ow-, job- és open shop feladatok vizsgálatával jelent®s mennyiség¶ szakiroda-
lom foglalkozik, különböz® módszereket dolgoztak ki megoldásukra (pl: heurisztika,
szétválasztás és korlátozás, dinamikus programozás, egész programozás, tabu keresés,
szimulált h¶tés, neurális hálózatok, hangya algoritmusok). A kés®bbiekben szakiro-
dalmi példákat mutatok be az ütemezésre kidolgozott módszerekre. Guo és társai a
több gépes job shop ütemezési feladatok megoldására a egy genetikus algoritmust fej-
lesztettek ki [29]. Az algoritmus m¶ködését ipari feladat megoldásával szemléltették.
A job shop feladatot JIT (Just In Time) környezetben vizsgálva oldották meg, ahol a
rendelések és termékek jellegéb®l adódóan a termékeket a határid®höz minél közelebb
kell legyártani. A JIT feladatoknál a termék határid®höz képesti koraiságát is bün-
tetik, hiszen ilyenkor a terméket tárolni kell és ez költséggel jár, illetve a határid®höz
képesti késést is büntetni kell, mert ilyenkor a megrendel® elégedettsége csökken, ami
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a gyártó piaci helyzetének romlásához vezethet.
A szakirodalomban az ütemezés során �gyelembe vett id®intervallum (time hori-

zon) alapján többféle osztályozását találhatjuk az ütemezési feladatoknak. Glismann
és Gruhn három osztályba sorolta az ütemezési feladatokat [24]. A leghosszabb id®in-
tervallumot az üzleti szint¶ hosszú távú tervezés (long term planning) használja, ezt
követi a gyártás rövid távú ütemezése (short term scheduling), a legrövidebb id®in-
tervallum a gyártás irányítása (controlling). A hosszú távú tervezés során a vizsgált
id®intervallum hónapnyi nagyságú, az optimalizálás célja a pro�t növelése. Általában
a feladat a termékekb®l gyártandó mennyiségek, a rendszer m¶ködési paraméterei-
nek a meghatározása. A hosszú távú tervezés eredményét a rövid távú ütemezésnél
használjuk fel, ahol a vizsgált id®intervallum általában egy-két hét nagyságúra zsugo-
rodik. Ezen a szinten a cél, hogy meghatározzunk egy olyan ütemezést, mely teljesíti
a termékek határideit, a hosszú távú tervezésben meghatározott célokat. A rövid
távú ütemezés eredményét (pl. egy Gantt-diagramm formájában) használja a gyár-
tás irányítás. Az ütemezés alapján megadhatjuk a gyártás végrehajtásához szükséges
folyamat irányítási utasításokat. Bistline és társai még �nomabb osztályozást ad-
tak az ütemezési feladatokra [10]. Az ütemezési feladatokat az intervallum hossza
alapján öt osztályba sorolták. A leghosszabb id®intervallumot a hosszú idej¶ terve-
zési feladatok (long range planning) fogják át. Ezekben a feladatokban a hosszútávú
tervezési kérdések tartoznak. A tervezési id®intervallum körülbelül kett® vagy több
évben mérhet®. A középtávú tervezési feladatokhoz (medium range planning) a lo-
gisztikai feladatok tartoznak. Az ilyen feladatok egy, vagy két évnyi id®tartamúak. A
rövid idej¶ tervezési feladatok (short range planning) esetén a termelés szükségleteit
vizsgálják. A feladatok három-hat hónap id®intervallumúak. Az ütemezési feladatok-
ban a berendezésekhez a taszkok hozzárendelése és ütemezése történik. A feladatok
kett®-hat hét id®intervallumot fognak át. A legrövidebb id®intervallummal a reaktív
ütemezési (reactive scheduling) feladatok rendelkeznek. Itt követelmény az azonnali
ütemezési válasz adása, hogy szükség esetén beavatkozhassunk a gyártásba.

Az ütemezési feladatok sokszín¶sége és összetettsége miatt sokfajta szempontot �-
gyelembe vehetünk a feladatok megfogalmazásakor. Méndez és társai összegy¶jtötték
a szakirodalomban �gyelembe vett ütemezéshez kapcsolódó különböz® aspektusokat
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[53]. A következ® tulajdonságokat vizsgálták az ütemezési feladatoknál.

1. A gyártás topológiája alapján megkülönböztethetünk szekvenciális, vagy tetsz®-
leges hálózatokat. A szekvenciális topológia során a berendezések használatának
módja alapján job shop és �ow shop feladatokkal találkozhatunk.

2. A berendezések taszkhoz hozzárendelési módjai (rögzített, változó) és a be-
rendezések egymás után használhatósága (korlátozott, teljes) befolyásolja az
ütemezést.

3. Köztes anyag tárolásának módja alapján.

4. Köztes anyag továbbításának módja (azonnali, id®igényes) alapján.

5. Batch mérete (rögzített, változó) alapján.

6. Taszk végrehajtási id® (rögzített, berendezés függ®, batch méretét®l függ®) alap-
ján.

7. Igény jellege (határid®, ütemezési horizont) alapján.

8. Váltási id® (sorrendfügg®, sorrendt®l nem függ®, berendezés függ®) alapján.

9. Er®forrás és id® korlátok (m¶szakok, javítási id®) alapján.

10. Költség (berendezés, tárolás, váltás) alapján.

11. Determinisztikus, vagy sztochasztikus ütemezési feladat.

Liaw munkájában hibrid genetikus algoritmust használ open shop ütemezési fel-
adatok megoldására [45]. A hibrid módszerben a genetikus algoritmusba integrálja
a lokális optimum megtalálására használt tabu keres® algoritmust. Ezzel az ötlettel
a genetikus algoritmus keresési tere lecsökken a lokális optimumokat tartalmazó al-
térre. A kísérletek alapján a hibrid algoritmus az esetek nagy részében megtalálja a
feladatok optimális megoldását.
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2.2. Ütemezési feladatok bonyolultsága
Az ütemezési feladatokról már korábban bebizonyosodott, hogy algoritmuselméleti
szempontból a nehezen megoldható feladatok közé (az ún. NP-teljes) tartozik [22].
Ezért különösen fontos a célszer¶ modellezési technika és megoldó módszer kidolgo-
zása. Lenstra és Rinnoy Kan bizonyította, hogy a hagyományos job shop feladat
az NP teljes feladatok osztályába tartozik [44]. Tzafestas bebizonyította, hogy a ru-
galmas termel® rendszerek (Flexible Manufactoring System, FMS) ütemezése az NP
teljes feladatok osztályába tartozik [97]. Ha az open shop feladat két gépes, akkor lé-
tezik polinomiális algoritmus az optimális megoldás megkeresésére, ha a gépek száma
több, mint kett®, akkor a feladat NP teljes [25].

Ütemezési feladatok jelent®s részér®l bizonyítható, hogy NP teljesek, azaz más
nehéz feladatokkal ekvivalensek. Például az egy gépes növekv® végrehajtási idej¶
taszkokat tartalmazó súlyozott befejezési idej¶ ütemezési feladat NP teljességének
igazolását találhatjuk Bachman és társainak munkájában [7]. Az NP teljességet az
ütemezési feladat egy másik NP teljes (N3P) feladattá transzformálásával igazolták.
Nott és Lee egy halmaz lefedési feladattá alakították át az eredeti ütemezési feladatot
[62].

Az ütemezési feladatokkal ekvivalens az ún. hátizsák rakodási feladat. A hátizsák
rakodási feladatnál adottak az s1, s2, ..., sm súlyok és a súlyokhoz tartozó v1, v2, ..., vm

értékek, valamint a hátizsákba rakható megengedett maximális b összsúly. A fel-
adat, hogy találjunk egy olyan I ⊂ {1, 2, ..., m} részhalmazt, melyre a

∑
i∈I si ≤ b,

ugyanakkor a
∑

i∈I vi a lehet® legnagyobb. A hátizsák rakodási feladat NP-teljes.
Láda pakolási feladatoknál (bin packing) adottak az s1, s2, ..., sm súlyok, melyek

mindegyike 0 ≤ si ≤ 1 racionális szám, és adott a k > 0 egész szám. A feladat
annak eldöntése, hogy a tárgyakat bele lehet-e pakolni legfeljebb k számú egységnyi
kapacitású ládába. A láda pakolási feladat is NP-teljes. Azar és Regev a klasszikus
láda pakolási feladat egy módosítására (bin stretching) adtak on-line algoritmust,
mely láda pakolási feladatban a súlyok minél egyenletesebb ládákba osztása a cél [4].
Ez a láda pakolási feladat ekvivalens az olyan ütemezési feladatokkal, ahol a terhelés
minél jobb szétosztása a cél (load balancing).
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Általában az ütemezési feladatok felírhatóak egy vegyes egész lineáris/nem li-
neáris programozási feladatként (Mixed Integer Linear/Non Linear Programming,
MILP/MINLP). Az ütemezési feladatot MILP/MINLP matematikai programozási
modellként felírva majd megoldva, a megoldás megkeresése egy NP nehéz feladat.

2.3. Ütemezési feladatok a szakirodalomban
A szakirodalomban a legtöbb ütemezési feladat a vegyiparból és a m¶szaki termel®
rendszerek kapcsán keletkezik. Az ipari ütemezési feladatokon kívül más területeken is
találhatunk ütemezési feladatokat. Amico és Martello bebizonyították, hogy az open
shop ütemezési feladat és a m¶holdon keresztül id®osztásos módon kommunikáló földi
állomások optimális ütemezésének problémája ekvivalens feladatok [2]. Az SS/TDMA
(Satellite-Switched/Time Division Multiple Access) feladatban egy m¶hold segítségé-
vel kommunikál több különböz® földi állomás. A m¶hold kapcsolási táblájától függ,
hogy mikor melyik két állomás kommunikálhat egymással. A kommunikációhoz szük-
séges id® a kommunikáció során elküldött információ méretével arányos. Ha adott
az egyes állomások kimen® kommunikáció igénye, akkor keressük azt a m¶hold kap-
csolási tábla sorozatot, mellyel a rendszer kommunikációja a legkevesebb id® alatt
végbemegy.

Zhang és Bard munkájukban a levélfeldolgozó és szétosztó rendszerek m¶ködését
vizsgálták [102]. Ezek olyan nagy méret¶ rendszerek melyek fogadják, rendezik és to-
vábbítják a postai leveleket. A f® probléma a feladat mérete mellett a berendezések és
az emberi er®források megfelel® összehangolása. A feladat megoldására két módszert
is ajánlanak. Az els® módszerben relaxálják az ütemezési feladatot egy lineáris prog-
ramozási modellé (Linear Programming, LP), majd az LP modell eredményei alapján
építenek fel egy heurisztikus algoritmust. A második megközelítésükben a Benders
dekompozícióra alapozva építik fel az algoritmusukat.

Érdekes ütemezési feladatot fogalmaztak meg Arkin és társai egy hivatal m¶kö-
dését vizsgálva [3]. A szerz®k �perverz� ütemezési feladatnak hívják az ún. lusta
bürokraták optimális ütemezési feladatát a bürokraták által használt különleges cél-
függvény miatt. A bürokraták célja, hogy minél kevesebb munkát végezzenek el, ne
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veszítsék el a munkájukat és mindig legyen valami munkájuk, amire hivatkozva to-
vábbi kellemetlen feladatokat kerülhetnek el. A lusta bürokrata feladat is NP nehéz.

Yu és társai az FMS termel® struktúra ütemezésére a Petri hálókat és a heu-
risztikus keres® módszereken alapuló mesterséges intelligencia eszközeit használták
[99, 100]. A rugalmas termel® rendszer számos berendezést és automatizált munka-
anyag továbbító rendszert tartalmaz, mely a munka-anyag megfelel® helyre szállításá-
ért felel®s. A rendszer rugalmassága abban rejlik, hogy a termékeket több különböz®
úton el® lehet állítani. Az ütemez® logika határozza meg, hogy melyik terméket mi-
lyen berendezés állít el® és milyen id®intervallumban. Az ütemezés ábrázolására a
Petri hálók új osztályát, a Bu�er-hálókat vezették be, mely ábrázolja a feladatosztály
speciális tulajdonságait. Az ütemezési architektúra integrálja a Petri hálókat és a
mesterséges intelligencia eszközeit. Bevezettek egy új heurisztikát, mely a Petri háló-
kon alkalmazva drasztikusan csökkenti a keresési teret. Ez a heurisztika az er®forrás
elérhet®ségi költség mátrixon alapul, mely mátrix pedig a Bu�er-háló tulajdonságai
alapján építhet® fel.

Heilmann munkájában korlátozott er®forrást tartalmazó projekt ütemezési felada-
tok megoldására adott egy egzakt szétválasztás és korlátozás típusú algoritmust [31].
A projekt olyan ütemezését keresi, mely végrehajtási ideje a lehet® legkisebb. Az üte-
mezéshez a tevékenységek kezdési idejének és végrehajtási módjának meghatározása
a feladat. A tevékenységek végrehajtási módtól függ®en más típusú és mennyiség¶
er®forrást igényelnek.

Projekt ütemezésére kidolgozott szimulált h¶tés és tabu keres® módszereket mu-
tattak be Mika és társai munkájukban [55]. Munkájukban �gyelembe veszik a projekt
teljesítése közben jelentkez® pénzügyi folyamatokat. Az ütemezési feladatok ábrázo-
lására a tevékenység a csomópontban (Activity on Node, AoN), vagy a tevékenység
az élen (Activity on Arc, AoA) típusú gráfokat szokás használni. A publikációban a
projektet a tevékenység a csomópontban típusú grá�al ábrázolják a szerz®k.

Kondili és társai az STN (State Task Network) gráf-reprezentációt vezették be az
ütemezési feladatok ábrázolására [41]. Az STN egy páros gráf, mely a m¶veletek és
anyagok kapcsolatát ábrázolja. Az ábrázolás hasonlóságot mutat a Friedler és társai
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által korábban publikált P-gráf módszertanra, melyet folytonos m¶veleteket tartal-
mazó hálózatszintézis feladatok megoldására vezettek be [20, 21]. Az STN modellben
az id® horizont diszkretizálása alapján MILP vagy MINLP matematikai programozási
modellt írtak fel, melyet kereskedelmi megoldókkal oldanak meg. Az STN alapú ma-
tematikai programozási modelleknél kulcskérdés a diszkretizáció �nomsága és módja.
Az ekvidisztáns intervallumok alapján felírt MILP modellt �diszkrétnek�, a változó
hosszú intervallumok alapján felírtakat �folytonos� típusúnak nevezik a szakirodalom-
ban. A folytonos STN alapú MILP modellek az események kezdésének és befejezé-
sének folytonos ábrázolását jelenti, azonban ezekben a folytonos modellekben is csak
diszkrét, rögzített számú eseményt kezelnek. A módszer komoly hátránya, hogy a
matematikai modell a diszkretizáció �nomságától függ®en vagy feleslegesen sok dön-
tési változót tartalmaz és így a megoldása nehézzé válik, vagy a nem eléggé �nom
felosztás esetén a döntési változók száma elfogadható, de a modell kizárja az eredeti
feladat optimális ütemezésének megtalálását. A matematikai programozási modellek-
kel a gyártásban jelen lev® anyag tárolási korlátozások nehezen, vagy egyáltalán nem
kezelhet®k. Floudas és Lin összefoglalja, az STN ábrázolást és matematikai progra-
mozási modellt használó módszereket, részletesen elemzik a modellekben használt id®
ábrázolási módokat [19].

Számos matematikai programozási modell létezik ütemezési feladatok megoldá-
sára. A MILP matematikai programozási feladatok [12, 41, 49, 54, 69, 70, 103], vagy
MINLP feladatok [58, 81] olyan leszámlálási technikák, melyek elméletileg megadják
a modellezett ütemezési feladat optimális megoldását. A gyakorlatban ezeknek mo-
delleknek a megoldása elfogadhatatlan nagy számítási teljesítményt igényel. Lokális
keres®kkel, mint például tabu keres® algoritmussal, vagy �szimulált h¶tés� (simulated
annealing) módszerével m¶köd® kereséssel kisebb számítási teljesítménnyel megold-
hatjuk az ütemezési feladatot, azonban ezen megoldások optimalitása általában nem
garantált.

Az STN alapú matematikai modell továbbfejlesztésére sok publikációt találha-
tunk a szakirodalomban. Nott és Lee egy cukoripari feladat megoldására alkalmazták
a módszerüket, és összehasonlították a hagyományos MILP modellek megoldásához
szükséges futási id®kkel [62]. Arra a következtetésre jutottak, hogy a MILP modellek
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[41] megoldásához elfogadhatatlanul nagy memória és processzor id® szükséges már
átlagos méret¶ feladatok megoldásánál is.

Mockus és Reklaitis az STN matematikai modellje alapján egy MINLP modellt
írt fel szakaszos feladatok optimális ütemezésére [59]. A nagyméret¶ matematikai
modell megoldására a �Bayes heurisztikát� használták. A heurisztika lényege, hogy
egy döntési változó kiválasztásához különböz® valószín¶ségeket rendelve, a kiválasztás
lépése a valószín¶ségek alapján történik a keresési fában.

A szakaszos üzem¶ berendezéseket id®nként tervezett módon, vagy meghibáso-
dás miatt karban kell tartani, illetve javítani kell. Eközben a gyártási folyamatból
nyilvánvalóan kiesnek ezek a berendezések. Sanmartí és társai módszert dolgoztak
ki az el®relátható karbantartások és a nem várt meghibásodások �gyelembevételére
[83]. Az STN ábrázolás alapján felírt modellel keresik azt az ütemezést, mely a le-
het® legrobusztusabb, azaz meghibásodó berendezések kiesésével a gyártási folyamat
folytatható.

Nott és Lee szakaszos és folytonos m¶veleteket is tartalmazó termelési rendszereket
vizsgáltak [61]. Amikor a folytonos m¶veleteket is szakaszos folyamatként ábrázolják,
akkor a kapott MILP modell diszkrét változóinak száma jelent®sen megn®, a modell
bonyolultsága miatt a megoldása igen nehéz. A javasolt módszerben a hagyomá-
nyos MILP modell használata helyett a modellt hierarchikusan felbontják és kontroll
módszerek alkalmazásával hatékonyabban megoldják.

Az STN matematikai programozási modelljének nem egyenl® köz¶ id®diszkretizá-
cióra való kiterjesztése található Mockus és Reklaitis munkájában [60]. A megoldandó
matematikai programozási modell egy MINLP feladat, ami egyszer¶síthet® egy olyan
MIBLP (Mixed Integer Bilinear Programming) feladattá, mely csak a célfüggvényében
nemlineáris. Vizsgálatot végeztek a megoldható feladatok méretére is.

Az STN ábrázolást Pantelides kib®vítette és létrehozta az RTN (Resource Task
Network) gráfot [66]. Az RTN ábrázolás egy olyan STN gráf, melyet kiegészítettek a
taszkhoz rendelhet® berendezésekkel és er®forrásokkal. Ugyanúgy, mint az STN gráf
alapján, az RTN gráf alapján is egy MILP, vagy MINLP matematikai programozási
modell írható fel az ütemezési feladat megoldására.
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Méndez és társai a szakaszos folyamatok ütemezésére kidolgozott modelleket dol-
gozták fel és elemezték publikációjukban, els®sorban az STN és RTN ábrázolás alap-
ján létrehozott matematikai modelleket vizsgálták [53]. A különböz® gráf-ábrázolási
technikák mellett a matematikai programozási modellek a különböz® korlátozás tí-
pusokban (rögzített/változó batch méret, berendezés váltások, köztes anyag tárolási
és továbbítási módok) és célfüggvény típusokban (végrehajtási id®, koraiság, gyártási
költség) térnek el egymástól. A megoldandó feladat jellege és a használt matemati-
kai programozási modell együttesen határozza meg a megoldható ütemezési feladat
méretét.

Az ellátási láncok menedzsmentje (Supply Chain Management, SCM) el®ször az
1990-es évek elején került a �gyelem középpontjába. Az ellátási láncnak (Supply
Chain, SC) az üzleti partnerek hálózatát (beszállítók, gyártók, szétosztók és eladók)
nevezzük, amik együtt dolgoznak azon, hogy a nyersanyagokból köztes- és végter-
mékeket állítsanak el®, majd ezeket eljuttassák a kiskereskedésekbe. A �vegyipari
ellátási lánc� a SCM vegyiparra való lesz¶kítését jelenti. Grossmann és Westerberg
a vegyipari SCM-el foglalkoztak munkájukban [27]. Az SCM megpróbálja a gyártást
integrálni a beszállítókkal és a vev®kkel oly módon, hogy egy egészként kezeli a teljes
rendszert, miközben felügyeli és irányítja a rendszer be� és kimeneteit. Ily módon a
termékek megfelel® mennyiségben kerülnek el®állításra, és a piaci igényeknek megfe-
lel® módon lesznek szétosztva. Guillén és társai a vegyipari ellátási folyamat tervezés
és ütemezésére pénzügyi folyamatokkal integrálva dolgoztak ki egy STN alapú mate-
matikai modellt [28]. Céljuk a vállalati szint¶ tervezés támogatása. A részfeladatok
egymásutáni megoldását összehasonlítva az integrált megoldással igazolták modelljük
m¶ködését.

Stefanis és társai többcélú ütemezési feladatként kezelik a szakaszos és folytonos
m¶veleteket tartalmazó rendszert, melyben tervezési, ütemezési és környezetszennye-
zési aspektusokat kezelnek [91]. A folytonos folyamatok környezeti hatásainak jellem-
zésére az LCA (Lifecycle Analysis) módszertant használják. Az algoritmust tejiparból
származó ütemezési feladat megoldásával szemléltetik.

Min és Cheng genetikus algoritmust használnak a termelés költségének minimali-
zálására, miközben teljesíteni kell a termékekhez rendelt határid®ket. Szimulált h¶tés
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és �nom heurisztikák segítik, hangolják a genetikus algoritmust, a hatékonyabb meg-
oldás kereséséhez [56].

Majozi és Zhu integrált tervezési és ütemezési feladatok megoldására dolgoztak ki
egy matematikai modellt és a modell megoldására egy módszert [49]. A matematikai
modell felépítéséhez a fuzzy halmazokat használják a bizonytalan, vagy nem rendelke-
zésre álló információk ábrázolására. A fuzzy halmazok alapján a matematikai modell
egy MILP modellel fogalmazható meg. A MILP modell megoldása az operátorok
üzemek közötti optimális elosztását adja.

Dunstall és Wirth összegezték és összehasonlították az ütemezési feladatokra be-
vezetett szétválasztás és korlátozás típusú algoritmusokat [18]. A több párhuzamos
gépet tartalmazó feladatokat vizsgálták, mely feladatok bizonyítottan NP nehezek.
A jobokat osztályokba sorolták. Az egy osztályon belüli jobok egymás utána vég-
rehajtásához egy adott gépen nincs beállítási id® (setup time). Ha különböz® osz-
tályokban szerepl® jobokat hajtunk végre egymásután, akkor a két job végrehajtása
között meghatározott ideig a gépnek állnia kell. A feladatok nem megszakíthatóak.
Munkájukban különböz® döntési stratégiákat hasonlítottak össze.

Tang és társai a hibrid �ow shop feladat megoldására dolgoztak ki algoritmust [96].
A vizsgált feladatban olyan ütemezést kerestek, melyben a termékek súlyozott gyártási
idejének összege minimális. A �ow shop feladat megoldására a Lagrange relaxációt
használták. Acél gyártásával kapcsolatos ipari feladattal szemléltetik módszerüket.

Azaron és társai egy multi-objektív projekt ütemezési feladatot oldottak meg
PERT modellt használva [5]. A rendszer döntési változói a projekt tevékenységek-
hez rendelhet® er®források mennyisége. A modellben négy konkurens célfüggvényt
használnak.

Szakaszos termel® folyamatokban a berendezéseket köztes tárolóként használva
növelhetjük a rendszer termelékenységét, hatékonyságát. Ha és társai bemutattak
egy MILP modellt a minimális végrehajtású ütemezés meghatározására �gyelembe
véve a különböz® lehetséges köztes anyag tárolási politikákat [30]. Munkájukban az
NIS, FIS, UIS, ZW tárolási politikák ismertették.

Sarker és Yu szakaszos üzem¶ �ow shop feladatokhoz az optimális batch méretét
keresi a minimális költség¶ ütemezéshez [87]. A költségfüggvény három komponenst
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tartalmaz, a köztes anyagok és a termékek tárolási költségeit és a berendezések m¶-
ködési, kon�gurációs költségeit. Két heurisztikus algoritmus segítségével adja meg a
költséget és a hozzá tartozó ütemezést.

Sok esetben szükséges (pl. egy új megrendelés teljesítésének határidejének kialakí-
tásakor), hogy gyorsan megkapjuk, vagy megbecsüljük egy taszk-halmaznak a várható
végrehajtási idejét anélkül, hogy meghatároznánk a hozzá tartozó pontos ütemezést.
Raaymakers és Fransoo statisztikai elemzéssel és regressziós analízissel becsl® eljárást
dolgozott ki a várható végrehajtási id® gyors meghatározására [73].

Raaymakers és Hoogeveen a végrehajtási id® becslésére szimulált h¶tés módszerét
használja [72]. A vizsgált várakozás mentes job shop ütemezési feladat NP nehéz,
így nehéz hatékony és optimalitást garantáló algoritmust találni megoldásukra. A
szimulált h¶tés lokális keresésen alapuló hatékony optimalizációs módszer, mely vé-
letlenszer¶ szomszédsági keresés elvén m¶ködve valamilyen valószín¶séggel fogad el új
megoldásokat. Ha az algoritmus egy olyan lokális optimumot talál, mely nem globá-
lis optimuma a feladatnak, akkor az algoritmus megpróbál kiszabadulni a megtalált
lokális optimum környezetéb®l, a globális optimum megtalálásának a reményében.

Szakaszos és félszakaszos üzemek gyakran állandó mennyiség¶ termékeket állíta-
nak el® minden vizsgált id®intervallumban. Általában érdemes egy olyan periodikusan
ismétl®d® ütemezést meghatározni, melyet az id®intervallumokban egymás után vég-
rehajtunk. A periodikusan ismétl®d® ütemezés mellett a periódus optimális hosszának
a meghatározása is feladat. Periodikus ütemezésnél a cél egy id®periódus optimális
ütemezésének a meghatározása, általában a �beindító� és �leállító� periódust �gyel-
men kívül hagyva. Schilling és Pantelides szakaszos periodikus ütemezési feladatok
megoldására dolgoztak ki egy algoritmust [88, 89]. A feladatosztály ábrázolására az
RTN gráfot használják. A feladatosztály megoldására a folytonos id®ábrázolást hasz-
náló MINLP modellt írták fel. A szerz®k egy speciális szétválasztás és korlátozás elv¶
algoritmussal oldjak meg a MINLP modellt.

Reaktív ütemezési feladatok esetén (reactive scheduling) a folyamatban lev®, vég-
rehajtás alatt álló ütemezés folytatása valamilyen körülmény megváltozása miatt aka-
dályba ütközik. Például ha egy beütemezett rendelés megsz¶nik, vagy egy új rövid
határid®s munka jelentkezik, illetve ha például egy berendezés tönkremegy, vagy egy
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munkás megbetegszik. Ilyen esetekben a reaktív ütemezésnek a feladata, hogy a futó
ütemezést oly módon megváltoztassa, hogy befejezhet® legyen és az új igények is ki
legyenek elégítve [93].

Ütemezési feladatok nagy részében feltételezik, hogy a taszkok végrehajtási idejei
determinisztikusak. Egy valódi vegyipari folyamatban azonban ezek az id®k nagyrészt
bizonytalanok. Honkomp és társai a bizonytalan végrehajtási id®vel m¶köd® beren-
dezések ütemezésére írtak fel STN alapú matematikai programozási modellt [36]. A
modellt egyenl® és változó köz¶ id® diszkretizálás esetén is megoldották. A feladat-
nak a robusztus megoldását keresték, mely ütemezés a végrehajtási id®k változásaira
a legkevésbé érzékeny. A sztochasztikus jelleg¶ szakaszos folyamatok modellezését
és optimalizálását dolgozták ki munkájukban [37]. Az optimalizáló algoritmus és az
ütemez® szimulátor összekapcsolásával vizsgálták a sztochasztikus folyamatok visel-
kedését.

Honkomp és társai összegy¶jtötték az ütemezési feladatok során jelentkez® fontos
gyakorlati (ipari) és elméleti (akadémiai) szempontokat [35]. A feladat de�níciója, a
feladat mérete, az ütemezend® berendezések típusai, a termékek és köztes anyagok
tárolásának módjai, az ütemezéshez kapcsolódó egyéb tevékenységek, a termel® fo-
lyamat során használt gyártási technológia és az operátorok rugalmassága határozza
meg a feladat megoldásának menetét.

Puigjaner és Espuna az egész termelési folyamat modellezésére és kezelésére adtak
integrált megoldást [71]. Munkájukban ábrázolják és részletesen leírják a termel®
folyamatokat. Támogatást adtak a tervezési és ütemezik kérdésekhez kapcsolódó
döntésekhez. Ellen®rzik és irányítják a rendszer termelési folyamatelemeit.

Bank és Werner a különböz® id®pontokban jelentkez® feladatok ütemezésére hasz-
náltak heurisztikán és lokális keresésen alapuló algoritmust [8]. A feladatban a jobo-
kat közös határid®re kell végrehajtani a berendezéseken. Az algoritmus a feladatokat
megpróbálja úgy ütemezni, hogy a határid®t®l való eltérés súlyozott összege minimális
legyen.

Henning és Cerdá a matematikai programozási modellek helyett a diszkrét ese-
mény¶ rendszerek és a mesterséges intelligencia területét és els®sorban a tudásbázist
használja szakaszos folyamatok ütemezésére [32]. Munkájukban de�niálják szakaszos
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folyamatok ütemezése során jelentkez® fogalmakat (termék, rendelés, kampány, batch,
m¶ködés, taszk, berendezés, er®forrás, ütemezés).

Méndez és Cerdá egy speciális gyártási folyamat matematikai modelljét adták meg,
mely a feladat optimális ütemezés szolgáltatja [51]. A gyártási folyamat két fázisból
áll: gyártó fázis több párhuzamos berendezéssel, majd a köztes anyag tárolás tartá-
lyokban. A termékek gyártására és tárolására használható berendezések rögzítettek,
továbbá a berendezések topológiai elrendezése is korlátozza az ütemezést. A feladat
megoldására a szerz®k egy folytonos idej¶ MILP modellt használnak kiegészítve a
berendezések taszk sorrend függ® váltási id®ivel és a termékek különböz® szállítási
határid®ivel.

Subramanian és társai kutatási fejlesztési projekt irányítására egy sztochasztikus
optimalizálási modellt vezettek be [92]. A cikkben Sim-Opt architektúrát alkalmazva
szimulációs és optimalizálási lépéseket hajt végre a feladaton. A szimulációt diszk-
rét esemény¶ rendszer segítségével valósítják meg, az optimalizáláshoz matematikai
programozási modellt írnak fel és oldanak meg.

Általában a job shop ütemezési feladatokban feltételezzük, hogy minden mennyi-
ség, így taszkok végrehajtási id®i is, rögzített, determinisztikus mennyiségek. Ez a
feltételezés akkor tekinthet® jónak, ha a vizsgált folyamat teljesen automatizált. Ha
a folyamatban szerepelnek emberi beavatkozások is, akkor az ütemezési feladat szto-
chasztikus modellekkel pontosabban kezelhet®. Ghrayeb munkájában fuzzy job shop
ütemezési feladatot publikált [23]. A modell egy többcélú optimalizálási feladat, mely-
ben az ütemezés végrehajtási idejének szórás értéke és az ütemezés végrehajtási ideje
szerepel. A bizonytalan taszk végrehajtási id®ket fuzzy logikával kezeli. A modellt
genetikus algoritmust alkalmazva oldotta meg a szerz®.

Chan és Swarnkar rugalmas termel® rendszerek ütemezésére a hangya algoritmust
alkalmazták [13]. Az algoritmus m¶ködése a hangyák viselkedését követi. A mester-
séges hangyakolónia-rendszerekben (Ant Colony Systems, ACS) a hangyák azon ké-
pességét használják ki, hogy a lehetséges útvonalak közül rátalálnak a legrövidebbre
útra, miközben majdnem teljesen vakok. A hangyák �látását� egy anyagnak, a fero-
monnak köszönhetik. A hangyák változó mennyiség¶ feromont hagynak útvonalukon.
A hangyák valamilyen valószín¶ség alapján követik a többi hangya feromon jeleit. A
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biológiai rendszer ezen érdekes tulajdonságait átültetve lokális optimumot adó ked-
vez® tulajdonságú algoritmust kapunk.

Jayaraman és társai szakaszos folyamatok ütemezését és az ütemezés során a köztes
anyag tárolásának lehetséges eseteit elemzik. A hangya algoritmust alkalmazták batch
folyamatok hatékony megoldására [39]. Rajendran és Ziegler �ow shop ütemezési
feladatok megoldására mutattak be hangya algoritmust publikációjukban [77].

Sanmartí és társai szakaszos sztochasztikus folyamat ütemezésére dolgoztak ki
egy módszert [85]. A módszerben a bizonytalanság a berendezések m¶ködési idejé-
ben rejlik. Olyan �robusztus� ütemezéseket keresnek, melyek bizonytalan környezet-
ben is megfelel®en végrehajtható. A [82] munkában a bizonytalanság a berendezések
meghibásodásából adódik. On-line adatbázisok segítségével megel®z® karbantartások
ütemezésével csökkentik a berendezés meghibásodások miatti rendszer leállásokat.

Nagy mennyiség¶ termék határid®re való gyártásánál fontos lehet a határid®k mi-
nél pontosabb betartása a tárolási költségek csökkentése miatt. Ohta és Nakatani [63]
heurisztikus módszereket vezetett be a tárolási költségeket �gyelembe vev® ütemezés
meghatározására. Az ütemezési feladatot diszjunktív grá�al ábrázolta, mely gráfban
a leghosszabb út keres® algoritmus segítségével határozza meg a taszkok határid®höz
képest való késését vagy sietését.

Az értekezés további fejezeteiben szakaszos ütemezési feladatok optimális megol-
dására mutatok be módszereket. Az ütemezési feladatokban az NIS tárolási stratégiát
feltételezem. A bemutatott algoritmusok kihasználják a gráf ábrázolás segítségével a
feladatok kombinatorikus tulajdonságait. A feladatok optimális megoldását szétvá-
lasztás és korlátozás elvén m¶köd® algoritmusokkal határozom meg.



3. fejezet

S-gráf módszertan bemutatása

Az S-gráf módszertan (S-graph framework) [84, 86] szakaszos folyamatok optimális
ütemezésének meghatározására bevezetett gráf ábrázolási mód és hatékony algorit-
mus. A módszertant az általános ütemezési feladatok megoldására hozták létre, azon-
ban a szerz®k lehet®séget biztosítottak speciális ütemezési feladatok S-gráf módszer-
tannal történ® megoldására, az alap módszertan feladatfügg® gyorsítási lehet®ségeire.

Az értekezés következ® fejezeteiben egy-egy speciális ütemezési feladatosztályt mu-
tatok be és oldok meg. Mindegyik feladatosztály megoldásához az S-gráf módszertant
használom, vagy ebb®l a módszertanból kiindulva új algoritmusokat hozok létre sza-
kaszos ütemezési feladatokhoz kapcsolódó más feladatosztályok megoldására. Ezért
ebben a fejezetben az eredeti S-gráf módszertan bemutatása és m¶ködésének, haté-
konyságának az illusztrálása a célom.

A szakirodalomban sokfajta ütemezési feladattal találkozunk, melyek jellegükben,
bonyolultságukban, a megoldásukra kidolgozott módszerekben jelent®sen különböz-
nek egymástól. Az S-gráf módszertanban az ütemezési feladatoknak azt az osztályát
tekintjük, melyben a cél egy olyan optimális ütemezés megtalálása, mely képes a
lehet® legrövidebb id® alatt a kívánt mennyiség¶ termékek el®állítására a rendelke-
zésre álló szakaszos üzem¶ berendezések felhasználásával. A kívánt termékmennyiség
el®állításának teljes idejét végrehajtási id®nek nevezzük. Minden termék taszkok rög-
zített sorrend¶ hálózatával állítható el®. A gyakorlatban egy taszk általában több
alternatív berendezéssel végrehajtható (nem feltétlenül ugyanannyi id® alatt). Az
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ütemezési algoritmus feladata ezen berendezések közül minden taszkhoz egy megfele-
l®t hozzárendelni és a berendezésekhez rendelt taszkok végrehajtási sorrendjét, azaz
a berendezések ütemezését a meghatározni.

Egy ütemezési feladat megoldását, azaz a berendezésekhez tartozó taszkok üte-
mezését egyértelm¶en megadhatjuk a berendezésekhez rendelt taszkokon megadott
rendezés formájában. Ha a feladat megoldásában egy berendezéshez az i, j és k

jel¶ taszkokat rendeltük hozzá, és a berendezés a felsorolás sorrendjében hajtja végre
ezeket a taszkokat, akkor ezt a taszk végrehajtási sorrendet nevezzük a berendezés
ütemezésének. Az ütemezési algoritmus célja a berendezések olyan ütemezésének a
meghatározása, mely a feladat optimális ütemezését adja.

3.1. Szakaszos ütemezési feladat megadása
Többcélú (multipurpose) szakaszos jelleg¶ ütemezési feladatok megadhatóak a ter-
mékekhez tartozó receptekkel, a receptekben szerepl® taszkokhoz hozzárendelhet®
berendezések halmazaival és az el®állítandó termékek mennyiségével. A recept egy
olyan dokumentum, mely minimálisan tartalmazza az adott termék gyártásához szük-
séges adatokat. Az ISA SP88 szabvány négy szintjét de�niálja a recepteknek. Ezek a
szintek a következ®k:

• Az általános recept (general recipe) a gyártásban szerepl® nyersanyagokat, ter-
mékeket és az anyagokhoz tartozó mennyiségeket tartalmazza. Az általános
recept azonban nem tartalmazza a hely speci�kus recept információkat.

• A hely recept (site recipe) az általános recept hely speci�kus információkkal
kib®vített módozata.

• A mester recept (master recipe) már a berendezés függ® információkat is tar-
talmazza. Így például tartalmazza a berendezések m¶ködési idejét. Továbbá
tartalmazza a rendelkezésre álló nyersanyagok mennyiségét és a termékek el®-
állításának a folyamatát.
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• A kontroll recept (control recipe) a mester receptb®l származó recept, mely
további információkat tartalmaz a berendezések m¶ködtetésér®l.

A négy recepttípus közül a mester receptet használhatjuk szakaszos folyamatok leírá-
sához. Továbbiakban ebben a dolgozatban ezt a recept típust használom ütemezési
feladatok megadására és receptként hivatkozok rá.

Egyszer¶ receptnek nevezzük az olyan gyártási folyamatot, melyben az adott ter-
mékhez tartozó taszkokat szekvenciálisan hajtjuk végre, azaz nincsen a receptben
olyan taszk, mely kimeneteit több taszk használja fel, és nincs olyan se, melynek több
bemenete különböz® taszkoktól származik. Összetett a recept, ha van benne olyan
taszk, melynek több közvetlen megel®z® taszkja van, vagy mely után több taszkot is
végre lehet hajtani a recept alapján. Szemléletesen, egyszer¶ recept nem tartalmazhat
elágazást vagy csomópontot, összetett recept tartalmazhat.

A gyártási folyamatban megkövetelt tárolási stratégiának hatása van az ütemezési
feladat megoldására és a feladat bonyolultságára. A tárolási stratégia befolyásolja az
ütemezés megvalósíthatóságát. Ebben a részben az UIS és az NIS stratégiának az
ütemezés megvalósíthatóságra való hatását mutatom be.

Egy ütemezést megvalósíthatónak nevezzük, ha az ütemezés alapján a gyártási
folyamat végrehajtható. A megvalósítható ütemezés (feasible schedule) gondoskodik
a köztes anyagok tárolási stratégiának megfelel® kezelésér®l, biztosítja, hogy a beren-
dezések egy id®ben csak egy taszkot hajtanak végre, minden taszkot végrehajt egy
megfelel® berendezés, továbbá az ütemezés �gyelembe veszi a berendezések új taszk
elkezdéséhez szükséges váltási idejét és a taszkok között fennálló precedenciákat.

Már az ütemezési stratégiák elnevezései is sugallják, hogy az NIS stratégia ese-
tén nehezebb megvalósítható ütemezést találni, hiszen az NIS stratégia alkalmazása
esetén kényszerként jelen van a köztes anyagok tárolásának biztosítása a berendezé-
sek segítségével. Egy példán keresztül szemléltetem, hogy van olyan ütemezés, mely
megvalósítható UIS stratégia esetén, ugyanakkor nem megvalósítható az NIS stratégia
esetén.

Az ütemezések leírására megfelel® gra�kus eszköz a Gantt-diagramm. A diagram-
mon a függ®leges tengely mentén ábrázoljuk az ütemezett berendezéseket, a vízszintes
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3.1. ábra. Ütemezés ábrázolása Gantt-diagrammal.

tengely pedig az id® tengely. Ha egy berendezés két id®pont között végrehajt egy hoz-
zárendelt taszkot, akkor ezt a diagrammon a berendezés sorában szerepl® id®pontok
közé rajzolt téglalappal jelöljük a diagrammon. A Gantt-diagrammokon az ugyan-
ahhoz a termékhez tartozó taszkokat szokás a téglalapok színezésével, kitöltésével
jelölni.

A 3.1 ábra Gantt-diagrammja az E1 és E2 berendezés egy lehetséges ütemezését
mutatja. Az A termék el®állításához az 1, majd a 2-es taszkot kell végrehajtani, a B

termék el®állításához el®ször a 3-as, majd a 4-es taszkot kell végrehajtani. A Gantt-
diagrammon látható ütemezés alapján az E1 berendezés az el®ször az 1-es, majd a
3-as taszkot, az E2 berendezés pedig el®ször a 4-es, majd a 2-es taszkot végzi.

A 3.1 ábra ütemezése, olyan ütemezés, ami NIS stratégia esetén nem megvaló-
sítható, UIS esetén azonban megvalósítható. Az ütemezés alapján az E1 berendezés
el®ször végrehajtja az 1-es taszkot. Ha végzett az 1-es taszkkal, akkor az NIS stra-
tégia esetén a köztes anyagot áttölti a recept alapján a következ® taszkhoz üteme-
zett berendezésbe, az E2 berendezésbe. Ezután E1 berendezés végrehajtja a követ-
kez® hozzárendelt taszkot, a 3-as taszkot. NIS stratégia esetén nem lehet folytatni a
Gantt-diagramm ütemezése alapján a gyártási folyamatot, hiszen az E2 berendezés a
benne tárolt köztes anyag miatt nem tudja elkezdeni a hozzá ütemezett els® taszkot.
Ugyanez az ütemezés UIS esetén megvalósítható, mert ennél a stratégiánál nem a be-
rendezések tárolják köztes anyagokat, így az ütemezéshez tartozó gyártási folyamat
végrehajtható, megvalósítható.
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3.2. ábra. Téglagyártás receptje.

3.2. Szakaszos folyamatok ábrázolása S-grá�al
Az S-gráf ábrázolás szakaszos, többcélú ütemezési feladatok leírására alkalmas. Meg-
felel®en ábrázolja a feladatok és ütemezések strukturális tulajdonságait. Az S-gráf
ábrázolás az NIS stratégiához készült, azonban bármelyik el®z®leg bemutatott táro-
lási stratégiához is használható.

A terméket el®állító recept hagyományosan ábrázolható egy olyan irányított gráf-
fal, amelyben a csúcsok ábrázolják a termelési folyamat taszkjait és a taszkok között
lev® élek pedig a taszkok sorrendjét (taszkok közötti függ®ségeket) jelentik. A tasz-
kokhoz rendelhet® berendezések halmaza és a berendezések m¶ködési id®i a recept
megfelel® csúcsaiban adottak.

Példaként vegyük a téglagyártás egyszer¶sített folyamatát. A téglagyártás re-
ceptje alapján a következ® m¶veleteket hajtják végre: nyersanyag aprítása, a nyers-
anyag vízzel keverése, vákuum csigaprés használata, az anyagszalag méretre vágása,
rakat képzés és kemencében a rakatok kisütése, a tégla csomagolása. A 3.2 ábrán lát-
ható a tégla gyártásának egyszer¶sített folyamata és a folyamatot leíró irányított gráf.
A gráfban a PTi jelöli a csúcshoz tartozó taszk m¶ködési idejét, az Eqi (i = 1, 2, ..., 6)
pedig a taszkot végrehajtható berendezések halmazát. Ebben a példában feltételez-
zük, hogy a taszk m¶ködési ideje nem függ a taszkot végrehajtó berendezést®l.

A recept hagyományos grá�eírásában a csúcsok jelölik a recept taszkjait, az élek
mutatják a taszkok sorrendjét. A csúcsok tartalmazzák a taszkok m¶ködési idejét és
a taszkhoz felhasználható berendezések halmazát. Alakítsuk át ezt a gráfot egy olyan
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3.3. ábra. Hagyományos gráf átalakítása kombinatorikus algoritmusok számára.

irányított grá�á, mely tartalmazza ugyanezeket a csúcsokat és éleket, továbbá ren-
deljünk egy-egy új csúcsot a gyártási folyamat során létrejöv® termékekhez. Ezekbe a
termékeket jelöl® csúcsokba mutassanak élek a termékeket gyártó taszkokhoz tartozó
gráf csúcsokból. Nevezzük a taszkokhoz tartozó csúcsokat taszk-csúcsnak (task node),
a termékekhez tartozó csúcsokat pedig termék-csúcsoknak (product node). A gráfban
a taszk-csúcsokból kimen® élek értéke a csúcshoz hozzá tartozó taszk m¶ködési idejé-
vel egyezik meg. Ha a taszk m¶ködési ideje a hozzá rendelt berendezés függvényében
változhat, akkor az él értéke a legkisebb m¶ködési id®vel egyezik meg. Végezetül ren-
deljünk a csúcsokhoz egy egyértelm¶ azonosítót (pozitív egész szám), illetve jelöljük
a taszk-csúcsokhoz rendelhet® berendezések halmazát a megfelel® taszk-csúcsokban
(Si = Eqi, i = 1, 2, ..., 6). A 3.3 ábra mutatja a téglagyártás hagyományos és átala-
kított gráfját.

Az átalakított gráfban az élek a taszk sorrend jelölésen kívül a gráfban szerepl®
taszkok lehetséges kezdési ideit is meghatározzák. Az él értéke alsó korlátot jelent
a hozzá kapcsolódó két taszk kezdési idejének különbségére, ha az él két taszk-csúcs
között található. Ha egy taszk és egy termék-csúcs között található, akkor az él
értéke alsó korlát a termék elkészülésének és a taszk kezdési idejének a különbségére.
Jelölje STi az i, STj a j csúcs kezdési idejét. A 3.4 ábrán található gráfrészletre
STi + PTi ≤ STj egyenl®tlenség teljesül a taszkok kezdési idejére.

Az élek jelentése alapján az S-gráfok nem tartalmazhatnak irányított kört. Ha
az S-gráf irányított kört tartalmaz, akkor a körben szerepl® taszkokra nem adható
meg egy egyértelm¶ rendezés. Ha csak pozitív éleket tartalmazó gráf tartalmazza az
irányított kört, akkor egy ellentmondásos egyenl®tlenségrendszert kapunk a körben
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3.4. ábra. Élek jelentése az S-gráfban.

szerepl® taszkok kezdési ideire. Ha az irányított körben szerepl® élek összege nulla,
akkor az élek alapján felírt egyenl®tlenség rendszer ugyan nem ellentmondásos (az
egyenl®ség teljesül), azonban az NIS gyártási folyamat nem hajtható végre, mert a
gyártási folyamat köztes anyagainak tárolása nem biztosított. Az ilyen jelleg¶ irányí-
tott körök matematikai programozási módszerekkel nehezen kezelhet®ek, az S-gráfon
végrehajtott körkereséssel azonban könnyen kisz¶rhet®.

3.3. S-gráf matematikai leírása [86]
Egy irányított G gráfot megadhatjuk az (N,A) párral, ahol az N halmaz a csúcsok
véges halmaza, az A ⊆ N × N halmaz pedig az élek halmaza. Az S-gráf olyan
irányított gráf, melynek két típusú éle van, az A1 és az A2 halmaz beli élek. Az
A1 ⊆ N × N halmaz a gráf úgynevezett recept-éleit (recipe-arc), az A2 ⊆ N × N

halmaz a gráf ütemezési-éleit (schedule-arc) tartalmazza, továbbá teljesül, hogy A1 ∩
A2 = ∅. Bármely (i, j) ∈ A1 ∪ A2 élhez tartozik egy nemnegatív c(i, j) érték, az él
súlya. Tehát a G S-gráf megadható egy (N, A1, A2) hármassal (továbbiakban röviden
G(N,A1, A2)).

3.3.1. Recept-gráf
A recept megadja a feladat minden el®állítandó termékéhez a gyártandó mennyisé-
get, a végrehajtandó taszkok sorrendjét, a taszkok között lév® anyagáramokat, és a
taszkokhoz hozzárendelhet® lehetséges berendezéseket. A recept-gráfot (recipe-graph)
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a receptb®l származtatjuk oly módon, hogy létrehozzuk a taszkok kapcsolódását le-
író taszk-hálózatot, majd a taszk-hálózatot kiegészítjük a taszkokat végrehajtható
berendezések halmazaival.

A termékek gyártását leíró recept alapján a taszk-hálózat felépítéséhez a következ®
lépéseket hajtjuk végre:

1. Rendeljünk egy-egy gráf csúcsot minden recept beli taszkhoz, illetve egy-egy
termék-csúcsot minden termékhez.

2. Mutasson egy él (recept-él) minden taszk-csúcsból a recept alapján utána kö-
vetkez® taszk-csúcsba, illetve a terméket gyártó taszkhoz tartozó csúcsból a
megfelel® termék-csúcsba.

3. A recept-él súlya legyen egyenl® a kezd® csúcsához tartozó taszk legkisebb m¶-
ködés¶ idejével.

4. Ha egy termékb®l nagyobb mennyiségre van szükség, mint amennyi a recept
alapján egyszerre el® lehet állítani, akkor a termék el®állításában részt vev®
taszk- és termék-csúcsokat többszörözzük meg addig, míg a kívánt termékmeny-
nyiséget el® nem állítjuk.

Az ilyen módon létrehozott gráfot taszk-hálózatnak nevezzük. Jelölje Nt a taszk-
csúcsok, Np pedig a termék-csúcsok halmazát (Nt ∩Np = ∅).

Vannak olyan gyártási folyamatok, melyeket leíró receptek recirkulációt tartal-
maznak. Ha egy ilyen recirkulációt tartalmazó gyártási folyamatnak származtatjuk a
recept-gráfját, akkor a recirkuláció látszólag egy irányított kört eredményez a taszk-
hálózatban. Egy konkrét gyártási folyamatban megvizsgálva a recirkulációban részt
vev® taszkok közötti anyagáramokat észrevehetjük, hogy a recirkulációt okozó, vissza-
felé irányuló anyagáramok nem az aktuális batchhez tartozó termék legyártásához
szükségesek, hanem egy kés®bbi batchb®l keletkez® termékhez. Ezért a receptb®l
származó recirkuláció kezelhet® oly módon, hogy a recirkulációt a termékhez tartozó
kés®bbi batch megfelel® taszkjához, mint betáplálás, jelenítjük meg.

A taszk-hálózatból hozzuk létre a recept-gráfot. A G(N,A1, A2) recept-gráf olyan
S-gráf, mely körmentes és nem tartalmaz ütemezési-éleket, azaz A2 = ∅. Legyen E
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halmaz a folyamatban szerepl® berendezések halmaza. Jelölje Ni az i ∈ E berende-
zéssel végrehajtható taszkokhoz tartozó gráf csúcsok halmazát (Ni ⊆ Nt). Ahhoz,
hogy minden taszkot végre lehessen hajtani feltételezhetjük, hogy Nt =

⋃
i∈E Ni,

azaz minden Nt-beli taszkhoz találhatunk legalább egy berendezést, mellyel végre
lehet hajtani.

Ha a receptben vannak olyan taszkok, melyek bemen® anyagáramai rögzített sor-
rendben, id®zítéssel kell a taszkot végrehajtó berendezésbe jutniuk, akkor a recept-
gráf az úgynevezett �betáplálási-sorrend grá�al� kiegészítve biztosítja a bemen® anyag-
áramok közötti sorrendiséget. A �betáplálási-sorrend gráfról� további részleteket a
[33, 86] munkákban találhatunk.

3.3.2. Ütemezési-gráf
Az ütemezési-gráf (schedule-graph) olyan S-gráf, mely a feladat megoldását, azaz
az ütemezését írja le egyértelm¶en. A G′(N,A1, A2) S-gráfot a G(N, A1, ∅) recept-
gráfból származtatott ütemezési-gráfnak nevezzük, ha minden csúcs �ütemezve van�.
Az ütemezési-gráf olyan ütemezést ír le, mely az NIS stratégia esetén biztosítja a
termelés végrehajtását.

Jelölje Mi azoknak a G′ ütemezés-gráfbeli csúcsoknak a halmazát, melyhez tartozó
taszkokat az i ∈ E berendezéssel hajtjuk végre. Feltételezzük, hogy a megoldásban
olyan ütemezéseket keresünk, melyben minden taszkot pontosan egy berendezés hajt
végre, azaz teljesül, hogy Mi ∩Mj = ∅, ha i 6= j és i, j ∈ E. Ekkor az Mi halmazok
(i ∈ E) az Nt halmaznak egy particionálását adják.

Komponens-gráfoknak nevezzük a G′ ütemezési-gráf azon részgráfjait, melyek az
egyes berendezések ütemezéseit szemléltetik. Az i ∈ E berendezés G′ ütemezéshez
tartozó komponens-gráfját jelöljük G′

i(N
′
i , A1i, A2i)-vel, ahol

• N ′
i halmaz tartalmazza G′-b®l az összes Mi-beli csomópontot és az összes olyan

csomópontot, amelybe Mi-b®l induló recept-él vezet, azaz
N ′

i = Mi ∪ {k : k ∈ N és ∃j ∈ Mi, hogy (j, k) ∈ A1}.

• A1i halmaz tartalmazza az összes olyan G′-beli recept-élet, amely Mi-b®l indul,
azaz
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A1i = {(j, k) : (j, k) ∈ A1 és j ∈ Mi}.

• A2i halmaz tartalmazza az összes G′-beli ütemezési-élet, amely az A1i halmaz
valamely élének végpontjából az Mi halmaz valamely elemébe mutat, azaz
A2i = {(j, k) : (j, k) ∈ A2, k ∈ Mi és ∃l ∈ Mi, hogy (l, j) ∈ A1i}.

A komponens-gráfra teljesül, hogy G′
i(N

′
i , A1i, A2i) ⊆ G′(N, A1, A2).

A komponens-gráfokban megadott A2i halmazok ütemezési-élei biztosítják (i ∈
E), hogy a köztes anyagok az NIS stratégiának megfelel®en a gyártás során folya-
matosan valamelyik berendezésben tárolva lesznek. Az ütemezési-él ily módon való
behúzásával a berendezés akkor kezdheti el a hozzá ütemezett következ® taszk vég-
rehajtását, ha a berendezésben tárolt köztes anyag áttöltésre került a recept alapján
következ® taszkot végrehajtó berendezésbe. Az A. függelék egy példán keresztül
szemlélteti egy ütemezési-gráfhoz tartozó komponens gráfokat.

A [33, 86] munkákban de�niálták azokat a tulajdonságokat, melyeket teljesíte-
nie kell egy S-gráfnak ahhoz, hogy a feladatnak egy megvalósítható ütemezését írja
le. Ezeket a tulajdonságokat a szerz®k négy feltétel formájában fogalmazták meg.
Formálisan a következ® tulajdonságokat kell teljesítenie a G(N,A1, ∅) recept-gráfból
származtatott G′(N,A1, A2) ütemezési-gráfnak ahhoz, hogy a feladat egy ütemezését
írja le.

(SG1) A G′ S-gráf nem tartalmaz irányított kört.

(SG2) A G′
i komponens gráf által de�niált rendezés teljes minden Mi ∪ {j}

halmazon, ahol j ∈ N ′
i és i = 1, 2, ..., n.

(SG3) Az N ′
i (i = 1, 2, ..., n) halmazok minden eleméb®l legfeljebb egy A2i-beli

ütemezési-él indul.

(SG4) A G′ ütemezési-gráf megegyezik komponens gráfjainak uniójával, azaz
G′ =

⋃n
i=1 G′

i.

Az S-gráf éleihez rendelt egyenl®tlenségi feltételek a kezdési id®kre megkövete-
lik, hogy az (SG1) feltételnek teljesülnie kell bármely megvalósítható ütemezésre NIS
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stratégia esetén. Az (SG2) feltétel az ütemezés teljességét biztosítja, azaz bármely be-
rendezéshez rendelt végrehajtandó taszkok sorrendje egyértelm¶. Az (SG3) és (SG4)
feltételek nem szükségesek a megvalósíthatósághoz, de belátható, hogy az optimális
megoldás mindig megtalálható az általuk lesz¶kített keresési térben. Ezek a feltételek
a nem szükséges és a redundáns ütemezési-élek kisz¶réséhez kellenek.

3.4. S-gráf alapalgoritmus ütemezési feladatok meg-
oldására

Az S-gráf alapalgoritmus (a továbbiakban EQ-SG algoritmus) általánosan alkalmaz-
ható bármely olyan ütemezési feladatra, melynél a cél a receptb®l az optimális (mini-
mális végrehajtási idej¶) ütemezéshez tartozó ütemezési-gráf meghatározása. Az al-
goritmus a szétválasztás és korlátozás elvén m¶ködik. Ha a feladatnak van megoldása,
akkor az algoritmus garantálja a feladat egy optimális megoldásának megtalálását.

Az algoritmus publikálásánál a könnyebb szemléltethet®ség céljából a szerz®k fel-
tételezték, hogy a recept-gráfban minden taszk pontosan egy darab berendezéssel
hajtható végre [86]. Értekezésemben az általános ütemezési feladat megoldására al-
kalmas algoritmust ismertetem, mely feladatban alternatív berendezésekb®l kell ki-
választani a taszkokat végrehajtó berendezést és megadni a berendezések optimális
ütemezését, azaz a recept-gráfban |Si| ≥ 1 bármely i ∈ N -re. Az EQ-SG algoritmust
a 4. fejezetben bemutatásra kerül® TA-SG algoritmus alapján újra formalizáltam.

3.4.1. Részfeladat ábrázolása és adatstruktúrák inicializálása
A szétválasztás és korlátozás elvén m¶köd® algoritmusoknál minden részfeladatban
tárolni kell a részfeladat generálásához vezet® döntések eredményeit. A döntések ábrá-
zolhatóak egy S-gráfban, hiszen az S-gráf ütemezési-éleit elemezve meghatározhatjuk
a berendezések aktuális ütemezéseit, az ütemezésre váró taszkok halmazát, vagy a
leghosszabb út keres® algoritmussal az ütemezés végrehajtási idejét. A hatékony-
ság érdekében ezeket az információkat érdemes a részfeladatokban az S-gráf mellett
párhuzamosan tárolni.
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A PP részfeladatot a (G(N, A1, A2), bound, last_node, SOUN, NS) ötös de�ni-
álja. A részfeladathoz tartozó ütemezést a részfeladat G(N, A1, A2) S-gráfja írja
le. A G(N, A1, A2) S-gráf leghosszabb útjának értéke a bound-al egyezik meg. A
last_node halmaz a berendezések utolsónak ütemezett taszkjait tartalmazza. Ha az
(e, j) ∈ last_node, akkor az e ∈ E berendezés utoljára a j taszkot hajtja végre. A
SOUN halmaz a még nem ütemezett taszkokat tartalmazza. Az NS halmaz a beren-
dezésekhez hozzárendelhet® taszkok halmazait tartalmazza. Ha (e,H) ∈ NS, akkor
az e ∈ E berendezéssel a H ⊂ N halmaz taszkjait lehet végrehajtani. Természete-
sen minden részfeladatra a SOUN =

⋃
e∈E NSe egyenl®ség teljesül, ezért a SOUN

halmaz felesleges, csak a könnyebb implementáció miatt szükséges.
Az EQ-SG algoritmus az EQ-SG eljárással indul (lásd 3.5. ábra). Az EQ-SG

algoritmus bemenete az ütemezési feladat G(N,A1, ∅) recept-gráfja. A recept-gráfból
meghatározhatóak az Ne halmazok (e ∈ E). Az Ne halmaz az e berendezéssel vég-
rehajtható taszkokat tartalmazza. A SET halmaz tartalmazza az EQ-SG algorit-
mus nyitott részfeladatait, mely halmaz az algoritmus indulásakor üres halmaz. A
current_best változó tartalmazza a legjobb megoldás értékét, a solution változó pe-
dig a hozzá tartozó ütemezést. A current_best változó értéke végtelen, amíg az
algoritmus nem talált megvalósítható ütemezést a feladathoz.

Az EQ-SG eljárás létrehozza a keresési fa gyökér csúcsához tartozó PP részfel-
adatot. A részfeladat S-gráfja a recept-gráf. A last_node(PP ) halmaza üres halmaz,
mert még egyetlen taszk sincs ütemezve. A SOUN(PP ) halmaz tartalmazza az összes
olyan taszkot, melyet valamely berendezés végre tud hajtani. Az NS(PP ) halmaz a
gyökér részfeladatnál (e,Ne) párokat tartalmaz, ahol e ∈ E és Ne ⊂ N a recept-gráf
alapján az e berendezéssel végrehajtható taszk-csúcsok halmaza.

3.4.2. Szétválasztás eljárás
Az EQ-SG algoritmus szétválasztási eljárása felel®s azért, hogy a keresési tér hatékony
és szisztematikus bejárásával megkapjuk az optimális ütemezési-gráfot. A Sanmartí és
társai által bemutatott S-gráf alapalgoritmus az úgynevezett �berendezés alapú dönté-
seket� használja [86]. Az EQ-SG algoritmus minden vizsgált részfeladatnál kiválaszt
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procedure EQ-SG
jelölések:

Ne: az e berendezéssel végrehajtható taszkok halmaza (e ∈ E)
PP = (G(N,A1, A2), bound, last_node, SOUN, NS): részfeladat
G(PP ): a részfeladathoz tartozó S-gráf
bound(PP ): a részfeladathoz tartozó bound érték
last_node(PP )={(e, j) : e ∈ E és j ∈ Nt}: a részfeladathoz tartozó

last_node halmaz, melynek elemei a berendezések utolsónak
ütemezett taszkjait jelzik

SOUN(PP ): a részfeladathoz tartozó SOUN halmaz
NS(PP )={(e,H) : e ∈ E}: a PP részfeladathoz tartozó NS halmaz,

melynek elemei a berendezésekkel végrehajtható taszkokat jelzik
SET : nyitott részfeladatokat tartalmazó halmaz

bemenet:
G(N,A1, ∅) recept-gráf

begin
Ne halmazok meghatározása (e ∈ E);
SET := ∅;
current_best := ∞;
G(PP ):= G(N,A1, ∅);
last_node(PP ):= ∅;
SOUN(PP ):= Nt;
NS(PP ):= {(e,Ne) : e ∈ E};
bound(PP ):=EQ-korlátozás(PP );
if bound(PP )<∞

begin
SET := SET ∪ {PP};
while SET 6= ∅

begin
vegyünk ki egy elemet SET -b®l, jelöljük PP -vel;

EQ-szétválasztás(PP );
end

end
end.
kimenet:

current_best tartalmazza az optimum értékét
solution tartalmazza az optimális ütemezési-gráfot

3.5. ábra. Az EQ-SG algoritmus.
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egy berendezést ütemezésre, majd hozzárendel a berendezés utoljára végrehajtandó
taszkjának a lehetséges végrehajtható taszkok közül egyet az összes számba vehet®
módon. Az értekezés 4. fejezetében bemutatom az S-gráf módszertanba integrált új
szétválasztási eljárást, mely a �taszk alapú döntéseket� használja.

A szétválasztás és korlátozás algoritmus futása során a vizsgált részfeladatokhoz
tartozó részleges ütemezések S-gráfokkal írhatóak le. Szétválasztási lépések során
S-gráfok sorozatán halad az EQ-SG algoritmus a recept-gráfból (gyökér szint) az
ütemezési-gráf irányába (levél szint). Bármely szül® részfeladathoz tartozó S-gráfra
és a bel®le származtatott gyermek részfeladat S-gráfjára teljesül, hogy a gyermek
részfeladat S-gráfjának része a szül® részfeladat S-gráfja oly módon, hogy a gráfok
csúcsai megegyeznek, a szül® részfeladat S-gráfjának minden éle szerepel a gyermekhez
tartozó S-gráfban, legfeljebb a recept-élek értékében térhet el. A szétválasztási lépések
során a szül® részfeladat S-gráfjának a csúcsai és élei nem változnak, legfeljebb a
recept-élek értékei növekedhetnek, illetve új ütemezési-élekkel b®vülhet a gyermek
részfeladat S-gráfja.

A 3.6 ábra az EQ-szétválasztás eljárásának a pszeudó kódját tartalmazza. Egy
szétválasztási lépés során az aktuális részfeladatnál kiválasztunk egy olyan berende-
zést (EQ változó), mely végrehajthat még olyan taszkot, mely taszk nincsen üte-
mezve. Az SO halmaz tartalmazza az EQ berendezéshez rendelhet® nem ütemezett
taszkokat. Az SX halmaz azokat az SO-beli taszkokat tartalmazza, melyeket az EQ

berendezésen kívül valamely másik berendezés is végre tud még hajtani. A szétválasz-
tás eljárás egy iterációs lépés során az összes SO halmazbeli lehet®séget végignézve
hozzárendeli a következ®en végrehajtandó taszkokat a berendezéshez és létrehozza a
megfelel® gyermek részfeladatokat.

El®ször a részfeladatból származtatjuk az összes lehetséges gyermek részfelada-
tot (CHILD változó) a be nem ütemezett, végrehajtható taszkok alapján. A gyer-
mek részfeladatokban a berendezést hozzárendeljük egy megfelel®, be nem ütemezett
taszkhoz, és a taszkot beütemezzük a berendezés aktuálisan utolsónak végrehajtandó
taszkjának. Mivel a taszkok m¶ködési ideje függhet a hozzá rendelt berendezés-
t®l, ezért hozzárendelés esetén módosulhat a taszkhoz tartozó recept-él súlya. A
last_node(PP ) halmaz alapján ütemezési-éllel jelöljük a berendezés ütemezését a
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részfeladat S-gráfjában. Ha az új részfeladat megvalósítható és alsó korlátja kisebb,
mint az eddigi legjobb megoldás, akkor a gyermek részfeladatot berakjuk a nyitott
részfeladatok halmazába.

A keresési tér teljes bejárásához, azon taszkoknál, melyek az EQ berendezésen kí-
vül legalább egy másik berendezéssel is végrehajthatóak, létre kell hoznunk egy olyan
CHILD részfeladatot, melyben az EQ berendezés már nem végezhet egyetlen egy
új taszkot sem. Azért, hogy ugyanazt a részfeladatot ne generáljuk többször a kere-
sési fában, csak akkor zárjuk ki az EQ berendezést további taszkok végrehajtásából,
ha már ütemeztük az összes olyan taszkot, melyet csak az EQ berendezéssel lehet
végrehajtani azaz, hogyha teljesül, hogy az SX = SO. Ekkor az SX halmazbeli
taszkok végrehajtásából kizárjuk az EQ berendezést, az SX halmazbeli taszkok vég-
rehajtási idejét módosítjuk annak a berendezésnek a m¶ködési idejére, mely a taszkot
aktuálisan végrehajthatja a taszkot és a legrövidebb.

3.4.3. Korlátozás eljárás
A korlátozás eljárás a vizsgált részfeladat ütemezésének megvalósíthatósági vizsgála-
tából és az ütemezés végrehajtási idejének alsó korlát számításából áll. Azok az üte-
mezések megvalósíthatóak, melyekhez tartozó S-gráfok nem tartalmaznak irányított
kört. A számított alsó korlát a részfeladatból származtatott összes megvalósítható
ütemezés végrehajtási idejére alsó korlát. A részfeladatok alsó korlátjának megha-
tározására az EQ-SG algoritmus a leghosszabb út keres® algoritmust használja. Az
EQ-korlátozás eljárás pszeudó kódja a 3.7 ábrán látható.

Egy részfeladathoz tartozó S-gráf mindig részgráfja bármely bel®le származtatott
részfeladat S-gráfjának. Mivel az EQ-szétválasztás eljárásban legfeljebb új, nemnega-
tív súlyú ütemezési-élek hozzáadása és a recept-élek súlyának növelése történhet, ezért
a szül® részfeladatból származtatott gyermek részfeladatok S-gráfjának leghosszabb
útja nem csökkenhet a szül® részfeladat alsó korlátjához képest.

Ha egy részfeladat S-gráfja irányított kört tartalmaz, akkor bármely bel®le szár-
mazó összes gyermek részfeladat tartalmazni fogja ugyanezt a kört. A kört tartalmazó
S-gráfok nem megvalósítható ütemezéseket jelentenek, ezért a kört tartalmazó S-gráf
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procedure EQ-szétválasztás(PP )
jelölések:

NSe(PP ) = N∗, ahol (e,N∗) ∈ NS(PP ) és e ∈ E: a PP részfeladatban
az e berendezéssel végrehajtható taszkok halmaza

begin
if BOUND(PP )<current_best

begin
legyen EQ egy olyan berendezés, melyhez NSEQ(PP )∩SOUN(PP ) 6= ∅;
SO := NSEQ(PP ) ∩ SOUN(PP );
SX := {t : t ∈ SO és ∃e ∈ E, e 6= EQ, ahol t ∈ NSe(PP )};
for all k ∈ SO

begin
CHILD := PP ;
for all (k, l) ∈ A1, ahol G(CHILD)=(N,A1, A2)

c(k, l) súly módosítása G(CHILD) S-gráfban;
if ∃(EQ, i) ∈ last_node(CHILD)

for all (i, j) ∈ A1, ahol G(CHILD)=(N, A1, A2)
G(CHILD):= (N, A1, A2 ∪ {(j, k)});

SOUN(CHILD) :=SOUN(CHILD)\k;
if ∃(EQ, i) ∈ last_node(CHILD)

last_node(CHILD):=last_node(CHILD)∪{(EQ, k)} \ {(EQ, i)};
else

last_node(CHILD):=last_node(CHILD)∪{(EQ, k)};
for all e ∈ E

if k ∈ NSe(CHILD)
NSe(CHILD) := NSe(CHILD) \ {k};

bound(CHILD):=EQ-korlátozás(CHILD);
if bound(CHILD)<current_best

if SOUN(CHILD)=∅
current_best és solution módosítása;

else
SET := SET ∪ {CHILD};

end
if SX = SO

begin
CHILD := PP ;
NSEQ(CHILD) := NSEQ(CHILD) \ SX;
for all (k, l) ∈ A1, ahol G(CHILD)=(N,A1, A2) és k ∈ SX

c(k, l) súly módosítása G(CHILD) S-gráfban;
bound(CHILD):=EQ-korlátozás(CHILD);
if bound(CHILD)<current_best

SET := SET ∪ {CHILD};
end

end
end.

3.6. ábra. Az EQ-SG algoritmus EQ-szétválasztás eljárása.
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procedure EQ-korlátozás(PP )
begin

kör_keres®(G(PP ));
if no cycle then

bound :=leghosszabb_út_keres®(G(PP ));
else

bound := ∞;
return bound;

end.

3.7. ábra. Az EQ-SG algoritmus EQ-korlátozás eljárása.

részfeladatát nem kell tovább vizsgálni, nem lehet a részfeladatból megvalósítható
ütemezést kapni.

A leghosszabb út keres® algoritmus a keresési fa gyökerének közelében nem szol-
gáltat elég éles alsó korlátot, mivel az S-gráfok ekkor még nem eléggé összefügg®ek,
hiszen kevés ütemezési-él szerepel a gráfban. Az alsó korlát a leghosszabb út keres®
algoritmus helyett bizonyos részfeladatoknál lényegesen jobban becsülhet® lineáris
programozási modellek segítségével [34, 33]. A körkeres® és a leghosszabb út keres®
algoritmus pszeudó kódja a B és C függelékekben található.

3.5. Az EQ-SG algoritmus m¶ködésének szemlélte-
tése

Két NIS típusú szakaszos ütemezési feladat megoldásán keresztül szemléltetem az
EQ-SG algoritmus m¶ködését, lépéseit. A 3.1. feladatban mindegyik taszk pontosan
egy berendezéssel végezhet® el a recept alapján, a 3.2. feladat általánosabb ütemezési
feladat taszkokhoz rendelhet® alternatív berendezésekkel.
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3.8. ábra. A 3.1. feladat recept-gráfja.

3.1. feladat

Tekintsük a 3.8 ábrán található A és B terméket el®állító recept-gráfot. Mindkét
termék három egymás utáni taszkkal állítható el®. Legyen az S1 = {E1}, S2 = {E2},
S3 = {E1}, S4 = {E3}, S5 = {E2} és S6 = {E1}.

A keresési tér a hozzá tartozó keresési fával ábrázolható, mely fa bejárása függ a
szétválasztási eljárásban hozott döntések sorrendjét®l. Ha az EQ-szétválasztás eljá-
rásban a berendezéseket az E1, E2, E3 sorrendben választjuk ki ütemezésre, akkor a
3.9 ábra keresési fáját vizsgáljuk. A keresési fa csúcsaiban a berendezés azonosítója
szerepel, melyre az algoritmus a szétválasztás lépésben a döntést hozza. A keresési fa
élei a lehetséges döntéseket jelzik, azaz annak a taszknak az azonosítóját, mely utol-
sónak beütemezésre kerül a a döntésre kiválasztott berendezéshez. Ennek a keresési
fának egy részét járja be az EQ-SG algoritmus.

A keresési fa levelei S-gráfokat jelölnek, mely S-gráfok között vannak a feladat le-
hetséges megoldásai. A lehetséges megoldások speciális S-grá�al, az ütemezési-grá�al
adhatóak meg. A keresési fa gyökere és egy levele közötti élek címkéinek sorrendje
azonosítja a feladat egy ütemezését, azaz a berendezésekhez rendelt végrehajtandó
taszkokat és azok sorrendjét. A tizenkét levél közül 2 darab jelöl megvalósítható
ütemezést (az ábra I. és X. jel¶ levele), és 10 darab nem megvalósítható ütemezést
reprezentál. A 3.10 ábrán a teljes leszámolási keresési fa leveleihez tartozó megoldá-
sok S-gráfjait láthatjuk. A nem megvalósítható ütemezéseket, melyek irányított kört
tartalmaznak, a keresési fában szürke kitöltés¶ levelek jelölik.

Az implementált EQ-SG algoritmus nem járja be a teljes keresési fát a feladat meg-
oldása során, a részfeladatok megvalósíthatóságát és a végrehajtási id® alsó korlátját
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3.9. ábra. A 3.1. feladat teljes leszámolási fája (korlátozási lépés nélkül).
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3.10. ábra. A 3.1. feladat teljes leszámolási fájának leveleihez tartozó S-gráfok. Körök
vastagított élekkel jelölve.
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3.11. ábra. A 3.1. feladat megoldása során bejárt keresési fa a korlátozás lépés
alapján. (Az optimális megoldás a 11-es részfeladat, a végrehajtási ideje: 43.)

vizsgálva a keresési tér jelent®s részét nem kell bejárnia. A 3.11 ábra az EQ-SG üte-
mez® algoritmus során bejárt keresési fát ábrázolja. A megvalósításnál az algoritmus
a keresési fát mélységi keresés alapján járja be, a szétválasztás eljárás a berendezé-
seket az E1, E2, E3 sorrendben ütemezi. A korlátozási eljárás során a részfeladat
S-gráfjának körmentességét vizsgáltam, alsó korlát számításra pedig a leghosszabb út
keres® algoritmust alkalmaztam. A részfeladatok generálásának és megvizsgálásának
sorrendjét a keresési fa csúcsainak számozása mutatja. A részfeladatok korlátozás
eljárásban számolt alsó korlátjait a 3.1 táblázatban találhatjuk.
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3.1. táblázat. A 3.1. feladat megoldása során vizsgált részfeladatokra számított alsó
korlát értékek (azonosítók a 3.11 ábrához kapcsolódnak).

Azonosító Alsó korlát Azonosító Alsó korlát Azonosító Alsó korlát
1 31 7 43 13 45
2 31 8 43 14 ∞∗

3 31 9 43 15 43
4 31 10 43 16 62
5 31 11 43 17 45
6 31 12 ∞∗

∗ nem megvalósítható

3.2. táblázat. A 3.2. feladat receptje.
A termék B termék C termék D termék

Taszk Beren-
dezés

Id®
(h)

Beren-
dezés

Id®
(h)

Beren-
dezés

Id®
(h)

Beren-
dezés

Id®
(h)

1 E1 6 E4 10 E2 6 E3 8
E2 8 E3 10

2 E3 9 E3 15 E4 12 E1 9
E4 12 E5 16 E3 8

3 E2 7 E1 10 E4 18
E5 7 E2 17 E5 16

E3 13

3.2. feladat

A 3.2. feladatban négy termékb®l, az A, B, C és D termékb®l kell egy-egy batchnyi
mennyiséget optimálisan ütemezni. A termékek el®állítására az E1, E2, E3, E4 és E5

berendezéseket használhatjuk. A termékek gyártását leíró recept a 3.2 táblázatban
található. A 3.2. feladat recept-gráfja a 3.12 ábrán található. Az ábrán a taszkokhoz
tartozó Si halmazok a következ®ek: S1 = {E1, E2}, S2 = {E3}, S3 = {E2, E5},
S4 = {E4}, S5 = {E3, E4}, S6 = {E1, E2, E3}, S7 = {E2, E3}, S8 = {E4, E5},
S9 = {E3}, S10 = {E1, E3} és S11 = {E4, E5}.
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3.12. ábra. A 3.2. feladat recept-gráfja.

A 3.2. feladat minimális végrehajtási idej¶ ütemezése 41 óra id®tartamú. Az EQ-
SG algoritmus a 3.13 ábrán látható ütemezési-gráfot adta. Ez egy olyan optimális
megoldása a feladatnak, melyben az E5 berendezést nem kell használni. A 3.14 ábra
a megoldás Gantt-diagrammját ábrázolja.

3.6. Az S-gráf alapalgoritmus keresési terének csök-
kentése: egy termékb®l több batch el®állítása

Az S-gráf módszertan alapalgoritmusa azokat a feladatokat, melyekben egy termék-
b®l több batchnyit kell el®állítani és ütemezni nem kezeli kell®en hatékonyan [86]. Az
algoritmus ugyanis a megoldások keresése közben külön termékként kezeli az ugyanah-
hoz a termékhez tartozó többi batchet. Ugyanakkor a kapott megoldásokat elemezve
észrevehetjük, hogy gyakorlatilag ugyanazokat az optimális megoldásokat kapjuk meg
többször (technikailag ugyanaz az ütemezés). Természetesen elég egy optimális üte-
mezést megkapnunk. A keresési tér csökkentésével a technikailag azonos ütemezések
kisz¶rhet®ek és így jelent®s gyorsítást érhetünk el a megoldás menetében, miközben
a megoldás optimalitása továbbra is megmarad.
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3.13. ábra. A 3.2. feladat egy optimális ütemezési-gráfja.

3.14. ábra. A 3.2. feladat 3.13. ábrán látható ütemezésének Gantt-diagrammja.
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3.15. ábra. Ütemezés Gantt-diagrammja.

3.16. ábra. A 3.15 ábra ütemezésével technikailag azonos ütemezés.

3.6.1. Technikailag ekvivalens ütemezések
Egy egyszer¶ példa segítségével mutatom be, hogy miért nem lehet hatékony, ha azo-
nos termék batcheit megkülönböztetve, külön termékként kezelve ütemezzük, ahe-
lyett, hogy kihasználnánk azt, hogy a két batch taszkjai között nincs különbség. Te-
gyük fel, hogy két batchnyi A és egy batchnyi B terméket kell el®állítani. A 3.15
ábra Gantt-diagrammja a feladat egy ütemezését ábrázolja. Ebb®l az ütemezésb®l
könnyen kaphatunk egy másik ütemezést, hogyha felcseréljük az A termék két bat-
chéhez tartozó megfelel® taszkokat. A 3.16 ábra az el®z® ütemezéssel technikailag
ekvivalens ütemezést ábrázolja. Mindkét ütemezés végrehajtási ideje ugyanolyan ér-
ték¶, az ütemezések csak elméletileg térnek el egymástól.

A technikailag ekvivalens ütemezések között a gyakorlatban, a gyártási folyamat-
ban nincsen különbség. Két technikailag azonos ütemezés bármely berendezése ugyan-
azokat a taszkokat (gyártási m¶veleteket) hajtja végre ugyanabban a sorrendben. Így
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3.17. ábra. A 3.16 ábra ütemezését kizáró recept-gráf.

a különböz®ség, csak az elméletben létezik. Az ütemezések között a megkülönböztetés
abból ered, hogy az algoritmus és a megfelel® ábrázolási technikák céljából sorszámoz-
tuk és azonosítottuk a különböz® batchekhez tartozó ugyanazon taszkokat.

Ahogy a példa is mutatja az EQ-SG algoritmus önmagában nem tudja kizárni a
keresési térb®l a technikailag azonos, ekvivalens ütemezéseket. Az algoritmus szét-
választás és korlátozás jellege miatt az optimális ütemezés összes technikailag azonos
ütemezése generálásra kerülhet, mert a korlátozás eljárás alapján a technikailag ekvi-
valens ütemezésekhez vezet® részproblémák nagy része nem zárható ki. Ugyanakkor
nagy méret¶ ipari ütemezési feladatokban nagy mennyiségben kell egyazon termék
több batchét ütemezni. A nagy számú azonos termékhez tartozó ütemezend® batch
és az EQ-SG algoritmus jellege miatt ezeket a feladatokat nehéz megoldani. A keresési
térb®l kizárhatjuk a technikailag azonos ütemezéseket, ha bevezetünk néhány felté-
telt a receptbe. Ha feltesszük, hogy a 4-es taszk nem kezd®dhet korábban, mint az
1-es taszk, akkor a 3.16 ábra ütemezését az S-gráf algoritmus használatával már nem
kapjuk meg. Ezt a feltételt a recept-gráfban egy nulla súlyú �segéd-él� (auxiliary-arc)
behúzásával jelölhetjük, mely él az 1-es taszkból a 4-es taszkba mutat (lásd. 3.17
ábra). Ez az él nem tartozik se a recept-gráfhoz, se az ütemezési-gráfhoz, ezért az
ábrákon szaggatott vonallal fogom jelölni.

3.6.2. Recept-gráf kiegészítése segéd-élekkel
Ha egy termékb®l n batchnyit kell el®állítani, akkor a technikailag azonos üteme-
zések kizárása nélkül n! számú technikailag azonos megoldást kaphatunk a termék
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3.18. ábra. Egyszer¶ recept recept-gráfja segéd-élekkel kiegészítve, ha n batchnyit
kell egy termékb®l ütemezni.

ütemezése során. Ezek a megoldások csak a termékhez tartozó batchek sorrendjé-
ben különböznek. Az n növekedésével a lehetséges permutációk száma faktoriálisan
növekszik. A batchekhez tartozó els® taszkok sorrendbe rendezésével � például az
els® batch els® taszkja nem kezd®dhet kés®bb, mint a második batch els® taszkja �
a batchek felesleges permutációját ki tudjuk zárni a keresési térb®l. A redundancia
kizárását a recept-gráfban a batchek rendezésével, azaz nulla súlyú segéd-élek beveze-
tésével tudjuk ábrázolni. A 3.18 ábrán n batchnyi termék receptje látható kiegészítve
segéd-élekkel. A segéd-élek bevezetése nem zárja ki az optimális megoldás megtalá-
lását, mivel minden optimális megoldáshoz létezik n! − 1 darab technikailag azonos
szintén optimális ütemezés.

Összetett recept esetén esetén, ha egy termék gyártásának több olyan tevékeny-
sége van, mely tevékenységnek nincsen megel®z® tevékenysége, akkor a redundancia
kizárható a megfelel® kezd® csomópontok segéd-élekkel való összekötésével. A 3.19
ábrán összetett, több els® tevékenységet tartalmazó recept két batchnyi terméket tar-
talmazó recept-gráfját találhatjuk segéd-élekkel kiegészítve.

Holczinger Tibor disszertációjában [33] igazolta, hogy tetsz®leges ütemezési-gráfot
ki lehet egészíteni az egyazon termékhez tartozó batchek els® taszk-csúcsai közötti
segéd-élekkel oly módon, hogy a segéd-élek nem okoznak kört és nem növelik meg az
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3.19. ábra. Összetett recept recept-gráfja segéd-élekkel kiegészítve.

S-gráf leghosszabb útjának hosszát.

3.6.3. Redundanciát kizáró feltételek további élesítése
Bizonyos receptek esetén az el®z®leg bemutatott segéd-élek tovább �nomíthatóak,
tovább élesíthet® az alsó korlát. Az el®bb leírt módszer általános, azonban tovább
élesítve a feltételeket az S-gráf módszertan alapalgoritmusának hatékonysága javul.

Ilyen eset, amikor minden taszk elvégzéséhez pontosan egy berendezés áll a ren-
delkezésre a recept alapján. Ebben az esetben nem csak az azonos termékhez tartozó
batchek els® csomópontjai között állíthatunk fel egy rendezést a segéd-élek behúzásá-
val a recept-gráfba, hanem a batchek összes többi csomópontja között megvalósíthat-
juk ugyanazt a rendezést további segéd-élek bevezetésével az els®vel azonos irányban.
A 3.20 ábra a segéd-élekkel kiegészített recept-gráfot szemlélteti, ha minden taszk
csak egy berendezéssel végezhet® el a recept alapján.

Ha NIS tárolási stratégiát alkalmazunk, a feltételeket tovább lehet élesíteni. Ha
minden taszkhoz pontosan egy berendezés tartozik, akkor a segéd-él kezd®pontja a
recept szerinti következ® tevékenységet jelöl® S-gráf csomópont lehet. A segéd-élek
minél jobban élesítik a részfeladatok alsó korlátját az S-gráf módszertan alapalgorit-
musában, annál jobban gyorsítják az algoritmust az optimum keresésben [34].
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3.20. ábra. Recept-gráf segéd-élekkel kiegészítve, ha minden taszk csak egy berende-
zéssel hajtható végre.

3.6.4. Szemléltet® feladat a segéd-élek alkalmazására
A segéd-élek hatékonyságát mutatom be az S-gráf alapalgoritmus futási eredményé-
vel illusztrálva. Egy NIS ütemezési feladat segéd-élek nélkül és segéd-élekkel együtt
megoldva hasonlítom össze az algoritmust.

3.3. feladat

A 3.2. feladatban bemutatott gyártási folyamat receptjét kell beütemezni a 3.3.
feladatban az EQ-SG algoritmussal az eredeti és a segéd-éleket tartalmazó recept-
gráfokra. A recept alapján az A és B termékb®l három-három batchnyit, a C és
D termékb®l egy-egy batchnyit kell beütemezni a rendelkezésre álló E1, E2, ..., E5

berendezéseket használva.
Az ütemezési feladatot a segéd-éleket nem tartalmazó recept-gráfból kiindulva

megoldva az optimális ütemezés végrehajtási ideje 87 óra lett. A feladat megoldásához
szükséges id® 79,96 másodperc volt1.

Ha ugyanezt a feladatot a segéd-éleket tartalmazó recept-gráfból kiindulva oldjuk
meg ugyanazzal az EQ-SG algoritmussal, ugyanazon a számítógépen, a megoldáshoz

1Az algoritmus egy 1,5 GByte DDR RAM-mal felszerelt, Intel Pentium 4 3.06GHz órajel¶ PC-n
futott.
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szükséges id® 37,86 másodperc volt. A kapott ütemezés végrehajtási ideje szintén
87 óra, azonban az ütemezések különböz®ek. A feladat méretének növelésével, azaz
az ütemezend® batchek számának növelésével a segéd-éleket tartalmazó recept-gráf
ütemezése még hatékonyabb a segéd-él nélkülihez képest.



4. fejezet

Taszk alapú döntési stratégia
ütemezési feladatok megoldása során

Az el®z® fejezetben bemutattam az S-gráf módszertant és a módszertan alapján imp-
lementált EQ-SG algoritmust. Sanmartí és társai az S-gráf módszertant a szakaszos
folyamatok ütemezésére vezették be [86]. A módszertant eredetileg az NIS tárolási
stratégia megoldására fejlesztették ki, a kombinatorikus gyorsítások és az S-gráf áb-
rázolás az NIS stratégiát használó ütemezési feladatosztály speciális tulajdonságait
használják ki. Az S-gráf módszertan tartalmazza a feladat és a megoldások megfe-
lel® ábrázolását [84], a megoldó alapalgoritmust és a lehet®ségeket illetve ajánlásokat
további gyorsítások eléréséhez. Az értekezésnek ebben a fejezetében az S-gráf mód-
szertan EQ-szétválasztás eljárására mutatok be egy új eljárást, mely a keresési tér
újfajta bejárásával oldja meg az ütemezési feladatokat.

Szakaszos ütemezési feladatok tulajdonságainak elemzése alapján jelent®s gyorsí-
tások érhet®ek el a feladatosztály kombinatorikus tulajdonságainak kihasználásával az
eredeti EQ-SG algoritmushoz képest. Az EQ-SG algoritmus kombinatorikus tulajdon-
ságok alapján történ® gyorsítása helyett a új elveken felépített ütemez® algoritmussal
bizonyos feladatokra hatékonyabb ütemez®t kaphatunk. Ebben a fejezetben az S-gráf
módszertanban bemutatott szétválasztás és korlátozás algoritmust új ötletek alap-
jain építem fel. Egy olyan új szétválasztási eljárást mutatok be, mely ugyanabban a
keresési térben biztosítja az ütemezési feladat optimális megoldásának megtalálását.

52
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Az EQ-SG algoritmus a szétválasztási eljárásában a �berendezés alapú döntési
stratégiát� használja. A döntési stratégia során minden döntésnél a részfeladat egy
ütemezend® berendezésének a kiválasztása után hozzáf¶zünk a berendezés végrehaj-
tási sorának végére egy még be nem ütemezett taszkot. A gyermek részfeladatok az
összes lehetséges taszk hozzáf¶zést �gyelembe véve keletkeznek. Ennek a fejezetnek
a témáját az új, úgynevezett �taszk alapú szétválasztási stratégia� képezi. Az EQ-
SG algoritmus szétválasztási eljárásában a berendezéshez rendeljük a taszkot, az új
szétválasztási eljárásban viszont a taszkhoz rendeljük hozzá a berendezést. A végered-
mény szempontjából mindegy a kiválasztott és a hozzárendelt attribútum, azonban
ennek fontos szerepe lehet az algoritmus hatékonyságának szempontjából. A �taszk
alapú döntéseket� használó szétválasztás eljárásban a döntések új alapötlete az, hogy
rendeljünk hozzá egy még be nem ütemezett taszkhoz egy lehetséges berendezést és
szúrjuk be a taszkot a berendezés végrehajtási sorrendjébe �gyelembe véve az összes
lehet®séget.

4.1. Berendezés alapú döntési stratégia el®nyei és
hátrányai

A �berendezés alapú döntési stratégiát� használó EQ-SG algoritmus [84, 86] alapja,
hogy a döntéseink során próbáljuk meg meghatározni minden egyes berendezés üteme-
zését oly módon, hogy rendeljük az aktuális ütemezésre kiválasztott berendezéshez azt
az új taszkot, amit utoljára fog végrehajtani. Két fajta taszk lehet egy részfeladatban:
vannak olyan taszkok, melyek már hozzá vannak rendelve valamelyik berendezéshez
és ütemezve vannak, és vannak olyanok, melyek még nincsenek ütemezve. A szét-
választási eljárás során, hogy minden egyes berendezéshez az eddig hozzárendelt és
beütemezett taszkok rögzítettek, ezek sorrendjén már nem változtatunk. A döntési
alternatívák a berendezés aktuális, utoljára végrehajtandó taszkjának kiválasztásá-
nál vannak. Azért, hogy a keresési tér összes ütemezését megkapjuk, �gyelembe kell
venni azt a döntési lehet®séget is, hogy az aktuális berendezés nem fogja végrehajtani
azokat a taszkokat, amik végrehajthatók valamelyik másik berendezéssel is.
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Az EQ-SG algoritmus minden részfeladata egy részütemezést jelképez, mely részü-
temezés leírható egy S-gráf formájában. Az S-gráf ütemezett és ütemezésre váró tasz-
kokat tartalmaz, minden berendezéshez adott a hozzá rendelt végrehajtandó taszkok
sora. Ha az S-gráf alapalgoritmust olyan feladatosztály megoldására adoptáljuk, mely
megköveteli a recept dinamikus változtatását (például a recept-gráf ütemezése során
eld®l, hogy valamelyik termékb®l további batcheket kell el®állítani, és a hozzá tartozó
újonnan felvett taszkokat ütemezni kell), akkor a részfeladat részlegesen beütemezett
S-gráfjából kiindulva nem lehet az ütemezést úgy folytatni, hogy az optimális meg-
oldást garantáltan megkapjuk. Ilyen feladatokat kapunk on-line jelleg¶ ütemezési
feladatokat vizsgálva. Ilyen esetekben nem lehet hatékonyan használni a berendezés
alapú döntési stratégiát használó EQ-SG algoritmust.

Ha az ütemezési feladatban szerepelnek olyan berendezések, melyek sok taszkot
végre tudnak hajtani, akkor ezeknek a berendezéseknek az ütemezése nagy számú
döntési lehet®séggel jár. A nagy számú döntési lehet®ség eredményeként széles keresési
fát kapunk, mely bejárása rendkívül nagy számítási igénnyel járhat.

Az EQ-SG algoritmus hatékonyan megtalálja a feladat optimális ütemezését, ha
talál a receptben egy olyan berendezés halmazt, melyben lev® berendezések ütemezése
dönt®en meghatározzák a megoldás végrehajtási idejét. Az ilyen berendezés halmazt
a feladat sz¶k keresztmetszetének (bottleneck) is szokás nevezni. Ennek a berendezés
halmaznak az ütemezése után a többi berendezés ütemezése már nem befolyásolja az
ütemezés végrehajtási idejét, így a keresési tér jelent®s részét nem kell megvizsgálni.

Más jelleg¶ szétválasztási eljárással hatékonyabb algoritmusokat kaphatunk. Ezek
a hátrányos tulajdonságok is indokolják új döntési stratégiák bevezetését.
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4.2. Algoritmus a taszk alapú döntési stratégia alap-
ján

Ebben a fejezetben a �taszk alapú döntési stratégiát� megvalósító S-gráf alapú üte-
mez® algoritmus (továbbiakban TA-SG algoritmus) m¶ködését mutatom be. A TA-
SG algoritmus egy szétválasztás és korlátozás elvén m¶köd® algoritmus. Az algo-
ritmus m¶ködésének ismertetéseként bemutatom az algoritmus futása során kezelt
részfeladatokat, a nyitott részfeladatokból új részfeladatokat származtató szétválasz-
tás eljárást és a részfeladatok megoldhatóságát és a bel®lük kapható megoldások alsó
korlátját számító korlátozás eljárást.

4.2.1. Részfeladat ábrázolása és az adatstruktúrák inicializá-
lása

A TA-SG algoritmus, mint minden szétválasztás és korlátozás elvén m¶köd® algorit-
mus, egy keresési fát valamilyen módon bejárva határozza meg a feladat optimális
megoldását. A keresési fa csúcspontjaihoz tartoznak a részfeladatok. Minden részfel-
adatnak tárolnia kell a keresési fa gyökeréb®l indulva a részfeladathoz vezet® éleken
meghozott döntéseket.

A PP részfeladatot de�niáljuk a (G(N,A1, A2), bound, EQLIST, SOUN) négyes-
sel. A részfeladathoz tartozó részütemezés egy S-gráf segítségével megadható. Jelölje
G(PP ) a PP részfeladatban G(N,A1, A2) S-gráfját. Az S-gráfon a leghosszabb út
keres® algoritmussal meghatározhatjuk a részfeladathoz tartozó alsó korlátot, a gráf
ütemezési éleit követve meghatározhatjuk a berendezések ütemezéseit és az üteme-
zésre váró taszkok halmazát. Kevesebb adminisztrációval jár az algoritmus megva-
lósításában, ha a részfeladat alsó korlát értékét, a berendezések ütemezését és az
ütemezésre váró taszkok halmazát a részfeladatban a G(PP ) S-gráf mellett redun-
dánsan is tároljuk. Jelölje bound(PP ) a PP részfeladat alsó korlátját. Egy be-
rendezés ütemezése megadható a hozzá rendelt taszkok sorrendjével. Az algoritmus
során ebbe a taszk sorrendbe új taszkokat szúrunk be. A láncolt lista adatszerke-
zettel hatékonyan ábrázolható az algoritmusban egy berendezés ütemezése. A PP
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részfeladatban az EQLIST(PP ) halmaz tartalmazza a berendezések ütemezéseit. Le-
gyen EQLISTe(PP )=L, ahol az (e, L) ∈EQLIST(PP ), e ∈ E és az L pedig az e

berendezés ütemezését tartalmazó láncolt lista. Az SOUN(PP ) halmaz tartalmazza
a részfeladatban még nem ütemezett taszkokat.

A TA-SG algoritmus a TA-SG eljárás meghívásával indul. Az eljárás pszeudó
kódja a 4.1 ábrán található. Az eljárás feladata az adatstruktúrák inicializálása, az
els® (gyökér) részfeladat generálása és a nyitott részfeladatok menedzselése a szét-
választási eljárás hívásával. A TA-SG eljárás bemenete a G(N,A1, ∅) recept-gráf.
A recept-gráf alapján meghatározhatóak az e berendezéshez hozzárendelhet® taszkok
halmaza, mely halmazt az Ne jelöli (e ∈ E). A gyökér részfeladatnál az EQLIST(PP )
üres halmaz, hiszen még egyik berendezéshez se rendeltünk taszkokat, az SOUN(PP )
halmaz a recept-gráf taszk-csúcsait tartalmazza, a részfeladat bound(PP ) értékét
pedig a leghosszabb út keres® algoritmus határozza meg.

A nyitott részfeladatokat a SET halmazban tároljuk, mely halmaz a kezdetben
üres. A current_best változó tárolja az algoritmus futása során a pillanatnyilag
legjobb megoldás végrehajtási idejét, az algoritmus befejezésekor pedig az optimális
végrehajtási id® értéket. Mivel az algoritmus indulásakor még nem ismerjük a feladat-
nak a megoldását, ezért a változó értékét végtelenre állítjuk. A solution változóban
tároljuk az aktuális legjobb ütemezést.

4.2.2. Szétválasztás eljárás
A TA-SG ütemezési algoritmus szétválasztás eljárása a 4.2 ábrán található. A TA-
szétválasztás eljárás a paraméterként kapott PP részfeladatból újabb gyermek rész-
feladatokat generál �gyelembe véve az összes aktuális döntési lehet®séget.

A szétválasztási eljárás a döntési lépésében két m¶veletet hajt végre: kiválaszt
egy olyan taszkot, mely még nincsen beütemezve az SOUN(PP ) halmazból, majd a
kiválasztott taszkot beilleszti egy megfelel® berendezés aktuális ütemezésébe. A ki-
választott taszkot az n változóban tárolja. A taszkot végrehajtható összes lehetséges
berendezést hozzárendeljük, azaz bef¶zzük a berendezés aktuális ütemezésébe az új n

taszkot. Az S-gráf n taszkjához tartozó Sn halmaz tartalmazza a taszkhoz rendelhet®
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procedure TA-SG
jelölések:

Ne: az e berendezéssel végrehajtható taszkok halmaza (e ∈ E)
PP = (G(N,A1, A2), bound,EQLIST, SOUN): részfeladat
G(PP ): a részfeladathoz tartozó S-gráf
bound(PP ): a részfeladathoz tartozó bound érték
EQLIST(PP )={(e, L) : e ∈ E és L az ütemezést leíró láncolt lista }
SOUN(PP ): a részfeladathoz tartozó SOUN halmaz
SET : megoldandó részfeladatokat tartalmazó halmaz

bemenet:
G(N,A1, ∅) recept-gráf

begin
∀e ∈ E, Ne halmazok meghatározása;
SET := ∅;
current_best := ∞;
G(PP ):= G(N,A1, ∅);
SOUN(PP ):=

⋃
i∈E Ni;

EQLIST(PP ):= ∅;
bound(PP ):=TA-korlátozás(PP );
if bound(PP )<∞

begin
SET := SET ∪ {PP};
while SET 6= ∅ do

begin
vegyünk ki egy elemet SET -b®l, jelöljük PP -vel;
TA-szétválasztás(PP );

end
end

end.
kimenet:

current_best tartalmazza az optimum értékét
solution tartalmazza az optimális ütemezési-gráfot

4.1. ábra. A TA-SG eljárás.
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berendezéseket. Ha például az ütemezésre kiválasztott taszkot két különböz® beren-
dezéssel lehet végrehajtani (az Sn halmaz két elem¶), mely berendezések jelenlegi
ütemezése már k1, illetve k2 darab sorba f¶zött taszkot tartalmaz (az EQLIST(PP )
halmaz megfelel® elemei k1 és k2 elem¶ láncolt listák), akkor az új taszk valamely be-
rendezéshez való hozzárendelése és bef¶zése a berendezések taszk végrehajtási sorába
(k1+1)+(k2+1) darab új gyermek részfeladatot eredményez, mivel egymástól függet-
lenül mindkét berendezéssel végre lehet hajtani a taszkot. Mindkét berendezés esetén
az új ütemezend® taszkot be lehet f¶zni valamelyik jelenleg is szerepl® taszk elé, vagy
pedig a taszk végrehajtási sor legvégére, azaz összesen láncolt lista elemszáma plusz
egy új lehet®ség áll fent. A gyermek részfeladatokat a CHILD változóval generálja
az eljárás. A korlátozás eljárás a CHILD részfeladat alsó korlátját határozza meg
az ütemezés végrehajtási idejére vonatkozóan. Ha a CHILD részfeladathoz meg-
határozott alsó korlát kisebb, mint az eddigi legjobb megoldás alsó értéke, akkor a
részfeladat bekerül a SET halmazba.

Az EQ-SG algoritmusban a szül® részfeladat S-gráfjának leghosszabb útja része a
gyermek részfeladat S-gráfjának, hiszen a gyermek részfeladat S-gráfjában ugyanazok
az élek szerepelnek, legfeljebb recept-élek értékei növekedhetnek. Ezért teljesül, hogy
a gyermek részfeladat alsó korlátja nem kisebb, mint a szül® részfeladaté. A TA-SG
algoritmus során a gyermek részfeladatban a berendezések ütemezésének változásakor
ütemezési-él törl®dik a szül® részfeladat S-gráfjához képest, ami miatt el®fordulhat,
hogy a szül® részfeladat S-gráfjának leghosszabb útja nem szerepel a gyermek rész-
feladat S-gráfjában.

Tegyük fel, hogy a PP részfeladatban az E1 ∈ E berendezésnek ütemezését leíró
láncolt lista alapján a berendezés el®ször a 2-es, majd az 5-ös taszkot hajtja végre,
azaz az EQLIST(PP )E1=2 −→ 5. A két taszk között 20 id®egységnyi váltási id®re
van szüksége az E1 berendezésnek. A PP részfeladat ütemezése a 4.3 ábrán látható.
Az S-gráf leghosszabb útja 47.

Tegyük fel, hogy az S8 = {E1} és a PP részfeladatból a TA-szétválasztás eljárás a
8-as taszkot választja ki következ®nek ütemezend®nek (n = 8). Ekkor az eljárás során
három gyermek részfeladatot kaphatunk, amiket a CHILD változó segítségével gene-
rálunk. A gyermek részfeladatok E1 berendezéshez tartozó ütemezései a következ®k
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procedure TA-szétválasztás(PP )
jelölések:

EQLIST(PP )e=L, ahol (e, L) ∈EQLIST(PP ), e ∈ E
begin

if BOUND(PP )<current_best
begin

legyen n ∈ SOUN(PP );
SOUN(PP ):=SOUN(PP )\{n};
for all e ∈ Sn

begin
for i := 1 to |EQLIST(PP )e|+ 1

begin
CHILD := PP ;
az n taszk beszúrása az EQLIST(CHILD)e i-edik pozíciójába;
G(CHILD) S-gráf módosítása az EQLIST(CHILD)e alapján;
bound(CHILD):=TA-korlátozás(CHILD);
if bound(CHILD)<current_best

begin
if SOUN(CHILD) 6= ∅

SET := SET ∪ {CHILD};
else

current_best és solution módosítása;
end

end
end

end
end.

4.2. ábra. A taszk alapú döntési stratégiát megvalósító TA-szétválasztás eljárás a
TA-SG algoritmus számára.
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4.3. ábra. A szül® részfeladat ütemezése (leghosszabb út: 47).

4.4. ábra. A gyermek részfeladat ütemezése (leghosszabb út: 45).

lehetnek:

1. EQLIST(CHILD)E1=8 −→ 2 −→ 5

2. EQLIST(CHILD)E1=2 −→ 8 −→ 5

3. EQLIST(CHILD)E1=2 −→ 5 −→ 8.

Az 1. és 3. gyermek részfeladathoz tartozó S-gráf tartalmazza a szül® részfeladat
S-gráfjának leghosszabb útját, így ezeknek a részfeladatoknak az alsó korlátja nem
lehet kisebb, mint a szül® részfeladaté. A 2. gyermek részfeladat S-gráfja azonban
nem tartalmazza a szül® részfeladat leghosszabb útját az ütemezési-élek megváltozása
miatt (lásd a 4.4. ábrát). Ahogy a példa is mutatja, az ütemezési-élek változásával
a gyermek részfeladat S-gráfjának leghosszabb útja rövidebb is lehet, mint a szül®
részfeladaté.
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Az el®z® példa azt jelzi, hogy a TA-SG algoritmus nem alkalmazható bármelyik
ütemezési feladat megoldására. Ha az ütemezési feladat megoldása során a TA-SG
algoritmus olyan gyermek részfeladatokhoz jut, melyeknek az alsó korlátja kisebb,
mint a szül® részfeladaté, akkor a TA-SG algoritmus futása során nem biztosított az
optimális megoldás megtalálása a részfeladatok esetleges kizárása miatt. A következ®
állítások a TA-SG algoritmussal megoldható feladatok osztályát ismertetik.

4.2.1. Tétel. Ha az ütemezési feladat receptjének váltási idejeire teljesül a három-
szög egyenl®tlenség, azaz bármely berendezés esetén teljesül, hogy tij ≤ tik + tkj, ahol
tij, tik, tkj a berendezés váltási ideje az i,j, az i,k és a k,j taszkok között, akkor a szül®
részfeladatból a TA-szétválasztás eljárással el®állított bármely gyermek részfeladatnak
az alsó korlátjai nem kisebbek, mint a szül® részfeladat alsó korlátja.

4.2.1. Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a PP részfeladat S-gráfját a G(PP ), alsó kor-
látját a bound(PP ) jelöli. A CHILD gyermek részfeladat létrehozásakor a következ®
esetek állhatnak fenn:

(i) A CHILD részfeladatban az új, ütemezésre kiválasztott taszk ütemezéséhez nem
kell a PP részfeladat ütemezési-éleit törölni. Ez az eset akkor áll fenn, ha az
ütemezésre kiválasztott taszkot egy berendezés els®, vagy utolsónak végrehajtandó
taszkjaként ütemezzük. Ebben az esetben a berendezés végrehajtási sorába be-
f¶zhet® a taszk a G(PP ) S-gráf ütemezési-éleinek módosítása nélkül. Mivel a
gyermek részfeladatok S-gráfjai tartalmazzák a szül® részfeladat S-gráfjának leg-
hosszabb útját, ezért a gyermek részfeladatok alsó korlátjai nem kisebbek, mint
a szül® részfeladaté.

(ii) A CHILD részfeladatban az új, ütemezésre kiválasztott taszk ütemezéséhez tö-
rölni kell ütemezési-éleket a PP részfeladat ütemezési-éleib®l. Tegyük fel, hogy a
kiválasztott berendezés ütemezése a PP részfeladatban az n1 −→ n2 −→ ... −→
nk taszkok láncolt listája tartalmazza. Az ütemezend® n taszkot az l. taszk után
ütemezzük be, mely ütemezés az n1 −→ n2 −→ ... −→ nl −→ n −→ nl+1 −→
... −→ nk láncolt listával írható le.



62

4.5. ábra. A TA-szétválasztás eljárás során új taszk ütemezése a gyermek részfeladat-
ban.

Az n taszk ütemezése az nl és nl+1 taszkok közötti ütemezési-él törlésével és
az nl és n és az n nl+1 taszkok közötti ütemezési-élek bevezetésével jár. Ha a
törölt ütemezési-él nem a része a PP részfeladat leghosszabb útjának, akkor a
PP részfeladat leghosszabb útja része a gyermek részfeladat S-gráfjának, ezért
a gyermek részfeladat alsó korlátja nem lehet kisebb, mint a szül®é volt. Ha
a törölt él a leghosszabb út része volt, akkor NIS esetén a 4.5 ábra szemlélteti
az ütemezési-élek változását. A szaggatott vonallal jelölt él helyett új ütemezési
éleken lehet az nl és nl+1 csúcsok között haladni. Az új út hossza az ütemezési
élekre fennálló egyenl®tlenség tulajdonság miatt legalább olyan hosszú, mint a
szaggatott ütemezési-élen vezet® útnak, ezért a gyermek részfeladat alsó korlátja
nem csökkenhet a szül® részfeladat korlátjához képest.

4.2.2. Tétel. Ha egy részfeladat S-gráfja kört tartalmaz, akkor a TA-SG algoritmus
�taszk alapú szétválasztási döntései� során a részfeladatból nem kaphatunk körmentes
gyermek részfeladatot.

4.2.2. Bizonyítás. Az állítás azt mondja ki, hogy nem megvalósítható részütemezés-
b®l �taszk alapú szétválasztási döntések� alapján csak nem megvalósítható részüteme-
zéseket kapunk. Kört tartalmazó S-gráfból csak él kivételével kaphatunk körmentes
S-gráfot. A 4.2.1 tétel bizonyítása alapján a 4.5 ábra esetén törlünk ütemezési-élt az
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S-gráfból. Az ábra alapján a szaggatott él törlésével nem sz¶nik meg az él végpontjai
közötti út, így a kört tartalmazó S-gráfból �taszk alapú döntéssel� csak kört tartalmazó
gyermek részfeladatot kaphatunk.

Ha az ütemezési feladat váltási idejeire teljesül a háromszög egyenl®tlenség, akkor
a 4.2.1 és 4.2.2 tételek alapján a TA-SG algoritmus a szétválasztás és korlátozás mód-
szerének megfelel®en helyesen járja be a keresési teret. Csak azokat a részfeladatokat
zárja ki a vizsgálatból, melyek csak nem megvalósítható ütemezéshez vezetnek, vagy
bizonyítottan nem optimális ütemezéseket kaphatunk bel®lük. A 4.2.1 és 4.2.2 tételek
feltételei ipari ütemezési feladatok esetén teljesülnek, gyakorlati feladatok megoldása
során nem jelent megkötést.

4.2.3. Korlátozás eljárás
A taszk alapú döntéseket alkalmazó szétválasztási eljárás nem befolyásolja az EQ-
SG algoritmus korlátozás eljárását, ezért változtatás nélkül használhatóak az EQ-SG
algoritmusban bevezetett körkeres® és leghosszabb út keres® algoritmust használó EQ-
korlátozás eljárás (3.7 ábra). A korlátozás eljárásban a részfeladat megvalósíthatósá-
gát az S-gráf körmentességének vizsgálatával döntjük el. Amennyiben a részfeladat
megvalósítható ütemezést jelöl, akkor a leghosszabb út keres® algoritmussal számol-
hatjuk ki a részfeladatból elérhet® ütemezések végrehajtási idejének alsó korlátját.

4.2.4. TA-SG algoritmus m¶ködésének bemutatása
A TA-SG algoritmus m¶ködését ütemezési feladatok megoldásán keresztül szemlélte-
tem. Mindegyik feladatban az NIS tárolási stratégiát kell teljesíteni.

4.1. feladat

A 4.1. feladattal a célom az EQ-SG és a TA-SG algoritmusokkal bejárt keresési
fák összehasonlítása. Az algoritmusok m¶ködésének szemléltetésére tekintsük egy
olyan ütemezési feladatot, melyben az A és B termékekhez tartozó receptek alapján
minden taszkot pontosan egy berendezéssel lehet végrehajtani, azaz nincsen olyan
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4.6. ábra. 4.1. feladat feladat recept-gráfja.

berendezés, amivel több taszkot el lehet végezni. A 4.6 ábrán látható recept-gráf egy
ilyen ütemezési feladat receptjét ábrázolja. Legyen az S1 = {E1}, S2 = {E2}, S3 =

{E3} és S4 = {E4} a taszkokhoz hozzárendelhet® berendezések halmazai. A taszkok
végrehajtásához szükséges id®mennyiségek fel vannak tüntetve a recept-gráf élein.

Ez a lehet® legegyszer¶bb feladat, mert a szétválasztás eljárás során nem kelet-
kezhet olyan részfeladat ahol ütemezési döntési alternatívák állnak a rendelkezésre.
A feladat megoldása egyértelm¶. A keresési fák egyedül az algoritmusok lefutásá-
ban, a végrehajtott döntések sorrendjében változhat. Az EQ-SG algoritmus futása
a berendezés alapú ütemezés esetén a berendezés kiválasztás sorrendjét®l, a TA-SG
algoritmus esetén pedig az ütemezend® taszkok kiválasztásának sorrendjét®l függ.

A 4.7 ábra az EQ-SG algoritmus berendezés alapú döntési stratégiájával és a
TA-SG algoritmus taszk alapú döntési stratégiájával bejárt keresési fáikat mutatja.
A berendezés alapú döntés során tegyük fel, hogy a berendezések kiválasztása E1,
E2, E3, E4 sorrendben történik. A berendezések kiválasztásának sorrendje miatt a
taszkokat 1, 2, 3, 4 sorrendben ütemezzük a megfelel® berendezéshez. A feladat jellege
miatt minden berendezéshez pontosan egy taszkot lehet beütemezni, ezért minden
szül® részfeladatból egy új gyermek részfeladat keletkezik. A kiválasztott berendezés
a fa csúcspontjaiban szerepel, a berendezéshez beütemezett taszk azonosítója a fa
élének címkéjén látható.

A TA-SG algoritmus taszk alapú döntési stratégiája során a nem ütemezett tasz-
kok kiválasztásának sorrendjében épül fel a keresési fa. A kiválasztott taszkhoz ren-
delünk hozzá egy megfelel® berendezést. A TA-SG algoritmus a taszkokat 1, 2, 3, 4

sorrendben választja ki ütemezésre és rendeli hozzájuk az E1, E2, E3, E4 berende-
zéseket. Az ábrán a kiválasztott taszkok a gráf csúcsaiban, a taszkokhoz rendelt és
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4.7. ábra. A 4.1. feladat EQ-SG és TA-SG algoritmusokkal bejárt keresési fái.

ütemezett berendezések a gráf élein szerepelnek. Mivel nem lehet olyan berendezés,
mely több taszkot is végrehajt, ezért a berendezés taszk végrehajtási sorát nem kell
ütemezni ebben a feladatban.

A bemutatott algoritmusok mindegyike a használt döntési stratégiától függetlenül
ugyanolyan jelleg¶ keresési fát járnak be. Az ütemezésre kiválasztott berendezések
illetve taszkok sorrendjét®l függetlenül ugyanazt az optimális ütemezést adja megol-
dásnak az EQ-SG és a TA-SG algoritmus is. A 4.8 ábra a feladat optimális megol-
dásának ütemezési-gráfját és Gantt-diagrammját ábrázolja. Ennél a feladatnál a két
algoritmus futási ideje körülbelül ugyanannyi (az algoritmusok implementációjától
függ).

4.2. feladat

A 4.2. feladatban az A és B termékeket kell el®állítani az E1, E2, E3 és E4 berende-
zéseket használva. A 4.1 táblázat tartalmazza a termékek el®állítását leíró recepteket.
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4.8. ábra. A 4.1. feladat optimális ütemezését ábrázoló ütemezési-gráf és Gantt-
diagramm.

4.1. táblázat. A 4.2. feladat receptje.

Taszk A termék B termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E1 8 E1 9
E2 6 E2 11

2 E2 15 E3 5
E3 5 E4 7

A 4.9 ábrán található az ütemezési feladat recept-gráfja. A recept alapján a recept-
gráfban az S1 = {E1, E2}, S2 = {E2, E3}, S3 = {E1, E2} és S4 = {E3, E4}.

A TA-SG algoritmus m¶ködésének szemléltetéséhez tegyük fel, hogy a TA-szét-
választás eljárás során a taszkokat az 1, 2, 3, 4 sorrendben választjuk ki ütemezésre.
A 4.10 ábra mutatja az ebben az esetben bejárható teljes keresési fát. A keresési
fa mérete miatt a csúcsaihoz tartozó rész ütemezéseket a 4.2 táblázat tartalmazza

4.9. ábra. A 4.2. feladat recept-gráfja.
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4.10. ábra. A 4.2. feladat teljes leszámolási keresési fája.

(lásd a fa csúcsainak jobb fels® részén elhelyezett azonosítók és a táblázat sorainak
számozása). A 4.2 táblázat minden sora egy-egy rész ütemezést jelöl, a rész ütemezés
tartalmazza a berendezésekhez rendelt taszkokat és a taszkok sorrendjét és a részfel-
adathoz számított alsó korlát értékét. Például a 10-es azonosítójú részfeladat alapján
a TA-SG algoritmus taszk alapú döntései során az E1 berendezés el®ször a 3-as, majd
az 1-es taszkot hajtja végre, az E2 berendezés a 2-es taszkot hajtja végre, míg az E3

és E4 berendezésekhez nincsenek taszkok rendelve. A részfeladatban a 4-es taszkhoz
még nincsen berendezés hozzárendelve.

A teljes keresési fa a feladat méreteit és az összes lehetséges ütemezést szemlél-
teti, a szétválasztás és korlátozás elvén m¶köd® ütemez® algoritmusok azonban nem
járják be az egész keresési fát. Vannak olyan részfeladatok, melyeket nem szükséges
megvizsgálni. Ha egy részfeladat nem megvalósítható ütemezést jelöl, akkor nem kell
tovább vizsgálni, hiszen a bel®le kapott összes gyermek részfeladat és ütemezési-gráf
is nem megvalósítható marad. Ha valamely részfeladat alsó korlátja nem kisebb, mint
az addig megtalált legjobb ütemezés végrehajtási ideje, akkor ezt a részfeladatot se
kell tovább vizsgálni, hiszen a részfeladatból nem kaphatunk jobb végrehajtási idej¶
ütemezést, mint az eddigi legjobb megoldásunk. A 4.11 ábra a TA-SG algoritmus fu-
tása során ténylegesen bejárt keresési fát szemlélteti. A bejárt keresési fa a mélységi
keresést megvalósító algoritmus során keletkezett.

A kapott optimális ütemezés végrehajtási ideje 16 óra. Az optimális ütemezés a
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4.2. táblázat. A 4.10 ábra keresési fájának csúcsaihoz tartozó ütemezések.

Csúcs Alsó Berendezés Csúcs Alsó Berendezés
korlát E1 E2 E3 E4 korlát E1 E2 E3 E4

1 14 - - - - 35 22 1,3 - 2,4 -
2 14 1 - - - 36 ∞∗ 1,3 - 4,2 -
3 14 - 1 - - 37 24 1,3 - 2 4
4 23 1 2 - - 38 ∞∗ 3,1 - 2,4 -
5 14 1 - 2 - 39 22 3,1 - 4,2 -
6 21 - 1,2 - - 40 22 3,1 - 2 4
7 ∞∗ - 2,1 - - 41 18 1 3 2,4 -
8 14 - 1 2 - 42 21 1 3 4,2 -
9 23 1,3 2 - - 43 18 1 3 2 4
10 32 3,1 2 - - 44 21 3 1,2 4 -
11 39 1 2,3 - - 45 21 3 1,2 - 4
12 26 1 3,2 - - 46 37 - 1,2,3 4 -
13 22 1,3 - 2 - 47 39 - 1,2,3 - 4
14 22 3,1 - 2 - 48 ∞∗ - 1,3,2 4 -
15 16 1 3 2 - 49 ∞∗ - 1,3,2 - 4
16 21 3 1,2 - - 50 32 - 3,1,2 4 -
17 37 - 1,2,3 - - 51 32 - 3,1,2 - 4
18 ∞∗ - 1,3,2 - - 52 ∞∗ 3 2,1 4 -
19 32 - 3,1,2 - - 53 ∞∗ 3 2,1 - 4
20 ∞∗ 3 2,1 - - 54 ∞∗ - 2,1,3 4 -
21 ∞∗ - 2,1,3 - - 55 ∞∗ - 2,1,3 - 4
22 ∞∗ - 2,3,1 - - 56 ∞∗ - 2,3,1 4 -
23 ∞∗ - 3,2,1 - - 57 ∞∗ - 2,3,1 - 4
24 14 3 1 2 - 58 ∞∗ - 3,2,1 4 -
25 22 - 1,3 2 - 59 ∞∗ - 3,2,1 - 4
26 22 - 3,1 2 - 60 16 3 1 2,4 -
27 23 1,3 2 4 - 61 19 3 1 4,2 -
28 24 1,3 2 - 4 62 16 3 1 2 4
29 32 3,1 2 4 - 63 22 - 1,3 2,4 -
30 32 3,1 2 - 4 64 ∞∗ - 1,3 4,2 -
31 39 1 2,3 4 - 65 24 - 1,3 2 4
32 41 1 2,3 - 4 66 ∞∗ - 3,1 2,4 -
33 26 1 3,2 4 - 67 22 - 3,1 4,2 -
34 26 1 3,2 - 4 68 22 - 3,1 2 4

∗ nem megvalósítható
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4.11. ábra. A TA-SG algoritmus során bejárt keresési fa.

4.12. ábra. A 4.2. feladat egy optimális megoldásának ütemezési-gráfja.

keresési fában a 60-as azonosítójú részfeladathoz tartozik, mely ütemezésben az E1

berendezés a 3-as, az E2 berendezés az 1-es, az E3 berendezés pedig el®ször a 2-
es, majd a 4-es taszkot hajtja végre. A 62-es azonosítójú részfeladatot is ellen®rzi az
algoritmus, mely részfeladat szintén megoldása a feladatnak és emellett ez az ütemezés
is optimális, azonban az algoritmus csak az els®nek megtalált optimális megoldást
tárolja. A 60-as azonosítójú optimális ütemezéshez tartozó ütemezési-gráf és Gantt
diagramm a 4.12 és a 4.13 ábrákon találhatóak.

4.3. feladat

A 4.3. feladatban � egy új termékkel tovább növelve a 4.2. feladat méretét � az A,B
és C termékeket kell el®állítani az E1, E2, E3 és E4 berendezéseket használva. A 4.3.
táblázat tartalmazza a termékek el®állítását leíró recepteket. Az A termékb®l 3 batch
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4.13. ábra. A 4.2. feladat egy optimális megoldásának Gantt-diagrammja.

4.3. táblázat. A 4.3. feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E1 8 E1 9 E1 7
E2 6 E2 11 E2 7

2 E2 15 E3 5 E3 4
E3 5 E4 7

mennyiséget, a B és C termékekb®l pedig 2-2 batch mennyiséget kell beütemezni.
A 4.14. ábra mutatja a feladat recept-gráfját. A recept alapján a recept-gráfban az
S1 = {E1, E2}, S2 = {E2, E3}, S3 = {E1, E2}, S4 = {E3, E4}, S5 = {E1, E2} és
S6 = {E3}.

A feladat optimális ütemezésének végrehajtási ideje 33 óra. Egy optimális üteme-
zést leíró ütemezési-gráf és Gantt-diagramm a 4.15. és a 4.16. ábrákon találhatóak. A
TA-SG algoritmus 0,21 másodperc alatt találta meg a feladat optimális megoldását1.

4.3. Több batch egyidej¶ kezelése
A Holczinger és társai által közölt segéd-él technikát bemutattam az EQ-SG algo-
ritmusnál [34]. A recept-gráf segéd-élekkel való kiegészítése független az ütemez®
algoritmusban használt szétválasztási eljárás típusától, ezért természetesen független

1Az algoritmus egy 1,5 GByte DDR RAM-mal felszerelt, Intel Pentium 4 3.06GHz órajel¶ PC-n
futott.



71

4.14. ábra. A 4.3. feladat recept-gráfja.

4.15. ábra. A 4.3. feladat egy optimális ütemezési-gráfja.

4.16. ábra. A 4.3. feladat egy optimális ütemezésének Gantt-diagrammja.
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4.4. táblázat. A 4.4. feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék D termék
Beren-
dezés

Id®
(h)

Beren-
dezés

Id®
(h)

Beren-
dezés

Id®
(h)

Beren-
dezés

Id®
(h)

1 E1 10 E1 9 E1 7 E2 9
E2 6 E3 14 E2 7

2 E2 15 E3 10 E3 4 E3 4
E3 5 E4 7 E4 8

3 E3 6 E3 7
E5 10 E5 10

a használt döntési stratégiától is. Az alapalgoritmusnál megfogalmazott segéd-élekre
vonatkozó állítások a TA-szétválasztás eljárást használó ütemez® algoritmus esetén is
érvényesek.

Adott termékekb®l több batchet tartalmazó ütemezési feladatok megoldásával
szemléltetem a segéd-él technika hatékonyságát összehasonlítva a segéd-éleket nem
tartalmazó feladat megoldásának sebességével. A megoldások megtalálásához a TA-
SG algoritmust használom.

4.4. feladat

A 4.4. feladatban az A, B, C és D termékek receptjei alapján felépített különböz®
méret¶ ütemezési feladatokat kell megoldanunk. A feladatokban különböz® mennyi-
ség¶ termékeket kell ütemezni az eredeti és a segéd-éleket tartalmazó recept-gráfokból
kiindulva. A gyártást ismertet® receptet a 4.4 táblázat tartalmazza. Az 1-1 batchnyi
A, B, C és D terméket ábrázoló recept-gráf a 4.17 ábrán látható. A recept-gráfban
az S1 = {E1, E2}, S2 = {E2, E3}, S3 = {E1, E3}, S4 = {E3, E4}, S5 = {E1, E2},
S6 = {E3}, S7 = {E3, E5}, S8 = {E2}, S9 = {E3, E4} és S10 = {E3, E5}.

A különböz® méret¶ feladatokra kapott futási eredményeket a 4.5 táblázat tartal-
mazza. A táblázat tartalmazza a segéd-éleket használó és segéd-éleket nem használó
TA-SG algoritmus futási eredményeit. Az 1-es sorszámú feladatban, mivel minden
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4.17. ábra. A 4.4. feladat recept-gráfja.

termékb®l 1 batchnyit kell el®állítani, ezért nem lehet a segéd-élekkel gyorsítani a fel-
adat megoldását. Kis méret¶ feladatoknál a futási id®ben nincsen szigni�káns eltérés.
A feladatméret növekedésével a futási eredmények azt mutatják, hogy segéd-élek al-
kalmazásával a recept-gráfban gyorsabban kapunk bizonyítottan optimális megoldást.
A 11-es feladatnál a segéd-él nélküli receptre az algoritmus már nem találta meg az
optimális megoldást 1 óra alatt2.

4.4. Az EQ-SG és a TA-SG algoritmusok viselkedé-
sének az összehasonlítása

Az EQ-SG és a TA-SG algoritmusok ugyanannak a feladatosztálynak adják meg egy
optimális megoldását. Az ütemez®kkel kapott megoldások optimálisak (ugyanolyan
végrehajtási idej¶ek), a kapott ütemezések azonban különbözhetnek (általában több
optimális megoldása van egy ütemezési feladatnak). Ebben a részben bemutatok
három ütemezési feladatot, a 4.5 feladatot körülbelül azonos hatékonysággal oldják
meg az ütemez® algoritmusok, a 4.6 feladatot a TA-SG, a 4.7 feladatot az EQ-SG
algoritmus oldja meg hatékonyabban. Az implementált algoritmusokkal lehet®ség van
az összes optimális ütemezési-gráf meghatározására. Mindkét algoritmus ugyanazokat
az optimális ütemezési-gráfokat generálta a vizsgálatok során.

2Az algoritmus egy 1,5 GByte DDR RAM-mal felszerelt, Intel Pentium 4 3.06GHz órajel¶ PC-n
futott.
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4.5. táblázat. A 4.4. feladat megoldása során a TA-SG algoritmussal kapott futási
eredmények.

Sorszám Batch-ek száma Optimum Segéd-élek nélkül Segéd-élekkel
A B C D (h) (sec) (sec)

1 1 1 1 1 27 0,05 0,05
2 1 1 1 2 34 0,13 0,06
3 1 1 2 1 33 0,14 0,12
4 1 1 2 2 39 0,97 0,26
5 1 2 1 1 31 0,07 0,07
6 1 2 1 2 36 0,59 0,20
7 2 1 1 1 31 0,09 0,06
8 2 2 2 2 43 9,55 2,21
9 3 2 2 2 47 62,86 6,31
10 3 3 2 2 49 301,64 12,99
11 3 3 3 2 55 � 90,58

4.5. feladat

A 4.5. feladat megoldásával taszk alapú és a berendezés alapú döntéseket használó
ütemezési algoritmusok futási eredményeit hasonlítom össze különböz® méret¶ üte-
mezési feladatok megoldásával. A 4.6 táblázat tartalmazza az ütemezési feladatok-
ban el®állítandó termékek recept leírását. Az A, B és C termékeket 1-1 batchben
el®állító recept-gráf a 4.18. ábrán található. A recept-gráfban az S1 = {E1, E2},
S2 = {E2, E4}, S3 = {E1, E2}, S4 = {E3, E4}, S5 = {E1, E2} és S6 = {E3}.

A 4.7 táblázat tartalmazza a recept-gráf alapján felépített különböz® méret¶ üte-
mezési feladatok futási eredményeit az EQ-SG és a TA-SG algoritmusokkal megoldva.
Az algoritmusok futási idejében nincsen jelent®s különbség, közel azonos hatékony-
sággal oldják meg a kit¶zött ütemezési feladatokat3.

3Az algoritmus egy 1,5 GByte DDR RAM-mal felszerelt, Intel Pentium 4 3.06GHz órajel¶ PC-n
futott.
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4.6. táblázat. A 4.5. feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E1 8 E1 8 E1 8
E2 6 E2 11 E2 7

2 E2 15 E3 5 E3 4
E4 5 E4 7

4.18. ábra. A 4.5. feladat recept-gráfja (1-1 batchnyi minden termékb®l).

4.7. táblázat. A 4.5. feladat megoldása során kapott futási eredmények.

Sorszám Batch-ek száma Optimum EQ-SG TA-SG
A B C (h) (sec) (sec)

1 1 1 1 17 0,01 0,01
2 2 2 1 24 0,10 0,24
3 3 2 2 30 0,51 0,34
4 3 3 2 36 1,06 0,75
5 3 3 3 37 2,37 1,99
6 4 3 3 42 13,32 12,77
7 4 4 3 44 30,92 24,00
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4.19. ábra. A 4.6. feladat recept-gráfja.

4.6. feladat

Nagy méret¶ feladatok esetén a keresési tér bejárási módjától függ®en az ütemez®
algoritmusok futási idejei között nagy különbségek lehetnek. Az elvégzett tesztek
alapján a TA-SG algoritmus az EQ-SG-hez képest a �kiegyenlített� ütemezési felada-
tok során találja meg hamarabb a feladatok optimális megoldását. A �kiegyenlített�
ütemezési feladatok optimális ütemezésében a berendezések közel azonos mennyiség-
ben terheltek.

A 4.8 táblázat a feladat receptjét tartalmazza. A feladatban az A termékb®l 2,
a B termékb®l 3, a C termékb®l 2 batchnyi mennyiséget kell ütemezni. A 4.19 ábra
a feladat recept-gráfját tartalmazza. A recept-gráfban az S1 = S4 = {E1, E2},
S2 = S5 = {E6, E7}, S3 = S6 = {E3, E4, E5}, S7 = S9 = S11 = {E3, E4, E5},
S8 = S10 = S12 = {E6, E7}, S13 = S17 = S21 = S25 = {E1, E2}, S14 =

S18 = S22 = S26 = {E6, E7}, S15 = S19 = S23 = S28 = {E3, E4, E5} és
S16 = S20 = S24 = S28 = {E6, E7}.

Az optimális ütemezés végrehajtási ideje 84 óra, mely ütemezés Gantt-diagrammját
a 4.20 ábrán található. Az optimális ütemezést vizsgálva láthatjuk, hogy a berende-
zések többsége azonos mértékben leterhelt. A TA-SG algoritmussal a feladat meg-
oldására 1511 másodperc kellett, ugyanazon a PC-n az EQ-SG algoritmussal 12 óra
alatt nem kaptuk meg a feladat optimális megoldását4.

4Az algoritmus egy 1,5 GByte DDR RAM-mal felszerelt, Intel Pentium 4 3.06GHz órajel¶ PC-n
futott.
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4.8. táblázat. A 4.6. feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1
E1 6 E3 9 E1 17
E2 6 E4 9 E2 17

E5 9

2 E6 9 E6 15 E6 14
E7 9 E7 15 E7 14

3
E3 7 E3 16
E4 7 E4 16
E5 7 E5 16

4 E6 8
E7 8

4.20. ábra. A 4.6. feladat egy optimális ütemezésének Gantt-diagrammja.
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4.9. táblázat. A 4.7. feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E1 14 E2 13 E2 10
E3 13 E3 10

2

E2 9 E1 18 E4 14
E3 9 E5 14
E4 11
E5 11

3 E4 6 E2 16
E5 6 E3 16

4 E4 8
E5 8

4.7. feladat

A 4.7. feladat receptje a 4.9 táblázatban található. A feladatban az A termékb®l 3, a
B termékb®l 11, a C termékb®l 3 batchnyi mennyiséget kell ütemezni. A recept-gráf
a 4.21 ábrán található. A recept-gráfban az S1 = S4 = S7 = {E1}, S2 = S5 =

S8 = {E2, E3, E4, E5}, S3 = S6 = S9 = {E4, E5}, S10 = S12 = S14 = S16 =

S18 = S20 = S22 = S24 = S26 = S28 = S30 = {E2, E3}, S11 = S13 = S15 =

S17 = S19 = S21 = S23 = S25 = S27 = S29 = S31 = {E1}, S32 = S36 =

S40 = {E2, E3}, S33 = S37 = S41 = {E4, E5}, S34 = S38 = S42 = {E2, E3} és
S35 = S39 = S43 = {E4, E5}.

A feladat optimális megoldásának végrehajtási ideje 240 óra. A feladat megol-
dásához az EQ-SG algoritmussal 67 másodpercre volt szükség, a TA-SG algoritmus
12 óra futási id® alatt a feladatot nem oldotta meg5. Az optimális megoldás Gantt-
diagrammja a 4.22 ábrán található.

5Az algoritmus egy 1,5 GByte DDR RAM-mal felszerelt, Intel Pentium 4 3.06GHz órajel¶ PC-n
futott.
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4.21. ábra. A 4.7. feladat recept-gráfja.

4.22. ábra. A 4.7. feladat egy optimális ütemezésének Gantt-diagrammja.
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Véletlen ütemezési feladatok megoldása az EQ-SG és a TA-SG algoritmu-
sokkal

Ebben a részben �átlagos� ütemezési feladatok megoldásával és a futási eredmények
összehasonlításával vizsgálom az EQ-SG és a TA-SG algoritmusok hatékonyságát.
Az összehasonlításhoz véletlen ütemezési feladatokat állítottam el®. Az ütemezési fel-
adatokban a recept strukturája és a felhasználható berendezések száma rögzített, az
ütemezési feladat további paramétereinek meghatározására véletlenszám generátort
használok. A generátor egyenletes eloszlású egész számokat szolgáltat adott interval-
lumban.

A receptben A, B és C terméket kell el®állítani E1, E2, ..., E8 berendezések
ütemezésével. A receptben az A terméket három, a B terméket kett®, a C terméket
pedig négy egymás utáni taszk végrehajtásával lehet legyártani. A termékekb®l el®-
állítandó mennyiségeket véletlenszám generátor az [1, 4] zárt intervallumból választja
ki. A véletlenszám generátor a recept-gráf minden taszkjához egy, vagy két berende-
zést választ ki. A berendezések végrehajtási ideje az [5, 80] zárt intervallumból egy
egész érték.

A véletlen ütemezési feladatok jellemzésére meghatároztam a berendezések �ter-
heltségét�. A berendezés terheltségét a hozzá rendelhet® taszkok végrehajtási idejei-
nek összege határozza meg oly módon, ha egy taszkot több berendezés is végrehajthat,
akkor az a taszk a végrehajtási id® berendezésre es® hányadával vesz részt a terhelt-
ségben. Az ütemezési feladatot jellemzi a berendezések terheltségeinek az átlaga és
szórása. A terheltség szórása és átlaga megadja az ütemezési feladat relatív szórását.
A relatív szórás jellemzi az átlagtól való eltérés százalékos nagyságát. A relatív szórás
összehasonlíthatóvá teszi a különböz® méret¶ ütemezési feladatokat.

Ötszáz véletlen feladat megoldásának futási idejeit és relatív szórását gy¶jtöttem
össze. A vizsgált véletlen feladatok relatív szórása 0, 41 és 1, 32 közötti értékek voltak.
A véletlen feladatok felénél a terheltség relatív szórása kisebb mint 0.91. Ezeknél
a feladatoknál 51 esetben az EQ-SG algoritmus 199 esetben az TA-SG algoritmus
oldotta meg gyorsabban az ütemezési feladatot. Ha a terheltség relatív szórása nem
kisebb, mint 0.91, akkor 97 esetben az EQ-SG és 143 esetben a TA-SG algoritmus
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volt hatékonyabb.
A mérési eredmények igazolják, hogy kiegyenlített feladatok esetén (terheltség re-

latív szórása kicsi) a TA-SG algoritmus az EQ-SG algoritmushoz képest jobb eredmé-
nyeket ér el ahhoz képest, mint amikor az ütemezési feladat túlterhelt berendezéseket
is tartalmaz (terheltség relatív szórása nagy). Az ütemezési feladat strukturájának
és a véletlenszám generátor paramétereinek hangolásával az EQ-SG és TA-SG algo-
ritmus hatékonyságának aránya változtatható.

4.5. Összefoglalás
Szakaszos üzem¶ berendezések ütemezése összetett, kombinatorikus jelleg¶ feladat.
Az S-gráf módszertan [33, 84, 86] alapján kifejlesztett EQ-SG algoritmus a feladat-
osztály kombinatorikus tulajdonságát kihasználva ipari méret¶ feladatok megoldását
teszi lehet®vé.

Bevezettem és bemutattam egy S-gráf alapú új döntési stratégiát használó szét-
választási eljárást. Az új eljárás alapján implementáltam a TA-SG algoritmust. A
TA-SG algoritmus biztosítja az optimális ütemezés megtalálását, ugyanakkor az EQ-
SG algoritmushoz képest további kedvez® tulajdonságokkal rendelkezik.

Ha a feladat tartalmaz egy olyan berendezést, mely a többihez képest túlságosan le
van terhelve és tulajdonképpen ennek a berendezésnek az ütemezése határozza meg az
ütemezés végrehajtási idejét, akkor az EQ-SG algoritmus hatékonyabban megtalálja
a feladat optimumát. Ekkor a leterhelt berendezés optimális ütemezésével a feladat
végrehajtási ideje adva van. A többi berendezés ütemezése már könnyen megadható
ezek után. A TA-SG ütemez® akkor bizonyult hatékonyabbnak, mint az EQ-SG
algoritmus, ha a feladat megoldásában a berendezések egyenletesen vannak leterhelve,
nincsen olyan berendezés, melyre a többihez képest sokkal több taszk van ütemezve.



5. fejezet

Szakaszos m¶ködés¶ termel® folyamat
korlátozott tisztítási költség¶
ütemezése

Szakaszos üzem¶ berendezések rugalmasságuk miatt széles körben használt eszközök
m¶szaki gyártási folyamatokban. A festékgyártó iparban is szakaszos berendezéseket
használnak, mely berendezések optimális, vagy közel optimális ütemezése kulcsfon-
tosságú kérdés. Mivel a gyártási folyamatban a berendezések tisztítása egy olyan
költséges m¶velet, amely közben nagy mennyiség¶ szennyez®anyag keletkezik, ezért
ipari, gazdasági és környezetvédelmi elvárás olyan ütemezések meghatározása, me-
lyek �elfogadható� tisztítási költséggel járnak (waste minimization), ugyanakkor az
ütemezés végrehajtási ideje minimális.

A 3. fejezetben ismertetett S-gráf módszertan hatékony és rugalmas eszköz több-
célú szakaszos folyamatok ütemezésére [84, 86]. Ebben a fejezetben az S-gráf mód-
szertanban bevezetem a berendezések m¶ködése során fellép® ütemezési sorrend függ®
tisztítási m¶veleteket, a tisztítási m¶veletek id® és költség vonzatát. Bemutatok egy
algoritmust a korlátozott tisztítási költséggel járó minimális végrehajtási idej¶ üteme-
zés meghatározására. Az algoritmus hatékonyságát és m¶ködését ipari festékgyártási
feladat megoldásával szemléltetem.

Az EQ-SG algoritmusnál ismertetett leghosszabb út keres® algoritmus helyett egy

82



83

lineáris programozási modellt használok a részfeladatok alsó korlátjának meghatá-
rozására [33]. A modellt használva élesebb alsó korlátot kaphatunk a részfeladat
végrehajtási idejére a keresési fa gyökérnek közelében.

5.1. Berendezések tisztítását �gyelembe vev® üteme-
zési módszerek szakirodalma

A festékgyártó ipar méreteit és jelent®ségét nagyon jól jelzi, hogy egyedül az Ame-
rikai Egyesült Államok területén belül több mint ezer vállalkozás foglalkozik festék,
vagy alapozó anyagok el®állításával. Ezek a vállalkozások nagy mennyiségben állíta-
nak el® festékeket, melyeket változatos területeken használhatnak fel. Az itt készült
festékeket és alapozókat arra használják, hogy megvédjék, kezeljék és szépítsék a tár-
gyak, épületek felületét. A festékek legjelent®sebb felhasználási területei az épít®ipar
(pl. épületek festése), az ipari festék (pl. autógyártás, fa felületek kezelése), vagy a
speciális felületek festése, kezelése (pl. közlekedési jelek festése, tet®zet kezelése).

A festék gyártása általában három f® lépésben történik. El®ször a pigmentek ör-
lése és diszpergálása történik, ezt követi a keverés m¶velete, majd végezetül a kész
festék csomagolása [65]. A festékek és alapozók el®állítása általában szakaszos beren-
dezésekben történik. A gyártás során �x és mozgatható berendezéseket is használnak,
mint például nagy sebesség¶ diszperziós kever®ket (high-speed dispersion mixer), forgó
szakaszos m¶ködés¶ kever®ket (rotary batch mixer), örl® malmokat (sand mill), vagy
tárolókat (tank). Nyersanyagként oldószereket, gyantát, pigmenteket és egyéb organi-
kus vagy nem organikus adalékokat használnak. A festékgyártás folyamán általában
nem megy végbe a nyersanyagok között kémiai reakció, hanem a festék gyártása egye-
dül a nyers- és köztes anyagok megfelel® arányú keverését jelenti. Mivel egy festék,
vagy alapozó anyag gyártó üzem nagy mennyiség¶ különböz® fajtájú festékeket állít
el®, ezért egy ilyen üzem optimális ütemezésének meghatározása nehéz, nagy bonyo-
lultságú feladat. A festékgyártó ipar jelent®ssége és nagy volumene miatt fontos az
optimális, vagy optimális közeli ütemezések hatékony meghatározása.

A gyártás során általában berendezések tisztítása során keletkezik a legnagyobb
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mennyiségben szennyez®anyag. Egy berendezést általában akkor kell tisztítani, mi-
el®tt egy másik fajta termék el®állítására kezdjük el használni. Ezért lehet®ség sze-
rint a termékek közötti váltások számát minimalizálni kell ahhoz, hogy környezet-
szennyezés szempontjából optimális, vagy jobb gyártási folyamatot kapjunk. Szaka-
szos és folytonos folyamatok berendezéseinek tisztítása jelent®sen eltérhetnek egymás-
tól. Markowski és Urbaniec folytonos folyamat berendezéseinek on-line tisztítására
dolgoztak ki egy MINLP modellt [50]. A tisztítással és minél megbízhatóbb m¶kö-
déssel a folyamat összköltsége csökkenthet®.

Az ipari feladatok jelent®s részében a berendezések kon�gurációs ideje (setup time)
nem hanyagolható el és nem építhet® be a taszkokra szánt végrehajtási id®be, mivel
ez az id® az ütemezés sorrendjének a függvénye. Ilyen feladatokat találhatunk például
a nyomdaiparban, textiliparban, vagy a vegyiparban.

A nyomdaiparból származó ütemezési feladatok során a beállítási és a végrehaj-
tási id® különválik egymástól. Itt a nyomdai gépek beállítási (tisztítási) ideje függ
a használt színek sorrendjét®l. Hasonló sorrendfügg® tisztítás id®k jelentkeznek a
vegyiparban, gyógyszeriparban, élelmiszeriparban, vasiparban és a félvezet®k gyár-
tása során.

Az ütemezési feladatokkal foglalkozó kutatások nagy részében vagy elhanyagol-
ják a berendezések beállításához szükséges id®t, vagy feltételezik, hogy ez az id® a
végrehajtott taszkok sorrendjét®l nem függ. Tan és társai az egy berendezést tartal-
mazó a késéseket minimalizáló ütemezési feladatot vizsgálták [95]. A berendezések
a taszkok sorrendjét®l függ® kon�gurálási id®vel rendelkeznek. A vizsgált ütemezési
feladatot szétválasztás és korlátozás, genetikus, szimulált h¶tés és véletlen-kezdéssel
induló páronkénti csere elvén m¶köd® algoritmusokkal oldatták meg. A genetikus
és szimulált h¶tés algoritmusok nagy méret¶ feladatok megoldására ad lehet®séget,
azonban a megoldás optimalitását nem garantálják. A szétválasztás és korlátozás elv¶
algoritmusuk megadja a feladat optimális megoldását, azonban a megoldott feladat
mérete kisebb. Általában akkor kell nagy berendezés kon�gurálási id®vel számolni
két végrehajtott taszk között, ha a taszkok szigni�kánsan különböz® er®forrásokat,
vagy eltér® gyártási technológiát használnak. Parthasarathy és Rajendran �ow shop
feladat taszk ütemezési sorrend függ® kon�gurálási id®vel rendelkez® berendezések
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ütemezésére szimulált h¶tés alapú algoritmust használnak [68].
Az ütemezési feladat matematikai modellje nem tartalmazhatja az összes létez® és

jelent®s mérnöki szempontot, hiszen akkor egy olyan modellt kellene megoldanunk,
melyre kevés az esély. Ehelyett hatékonyabb megközelítés, ha meghatározzuk egy
egyszer¶bb modell több optimális, vagy optimális közeli megoldását és a kés®bbiek
során ezeket a megoldásokat elemezve kiválasztjuk azt, amelyik legjobban megfelel a
teljesíteni kívánt szempontjainknak. A kiválasztott megoldás azonban az esetek nagy
részében nem lehet optimális.

Orcun és társai létrehoztak az STN modell alapján [41] egy olyan MILP modellt
[64, 65], mellyel szakaszos tervezési és ütemezési feladatait modellezhetjük a festék-
gyártásnak. Egy olyan általános üzemet modelleznek, melyben a termékek különböz®
állomásokon, gyártási úton haladhatnak át. Különböz® termékek különböz® állo-
másokon készülnek. Az STN ábrázolás alapján felírt MILP modell alkalmas batch
megosztás, berendezés karbantartás és határid®k kezelésére is.

Méndez és társai véges er®forrással rendelkez® szakaszos �ow shop feladatok üte-
mezésére MILP modellt dolgoztak ki [54, 51]. A modell az STN alapú folytonos
id®ábrázoláson alapul, tartalmazza az ütemezési sorrendt®l függ® berendezés kon�-
gurálási id®ket. Méndez és Cerda az el®z® modell egy újszer¶ folytonos MILP modellé
alakították át, mely a feladat optimális ütemezését adja [52]. A modellben különböz®
köztes anyag tárolási stratégiákat kezelnek (pl. UIS, NIS).

Rajendran és Ziegler �ow shop ütemezési feladatok megoldására dolgoztak ki he-
urisztikus algoritmust, ahol a berendezések kon�gurálásához, beállításához szükséges
id® a végrehajtott taszkok sorrendjét®l függ [75, 76]. A vizsgált feladatban a célfügg-
vény a feladatok befejezési idejének súlyozott összegének minimuma.

Az egyre szigorúbb környezetvédelmi el®írások miatt gondosan meg kell választani
milyen technológiákat alkalmazunk a berendezések tisztítására, illetve hogyan lehet
csökkenteni a szükséges tisztítások számát. Grau és társai bevezettek egy modellt,
melyben a tisztítás káros anyag kibocsátása függ a berendezés ütemezési sorrendjét®l
[26]. A kidolgozott algoritmus visszalépéses (backtracking) jelleg¶.

Rabadi és társai az egy berendezéses ütemezési feladat határid®höz közeli üteme-
zésére szétválasztás és korlátozás típusú algoritmust fejlesztettek ki [74]. A feladatban
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�gyelembe vették a taszkok sorrendjét®l függ® berendezéskon�gurálási id®t. Olyan
ütemezést keresnek, melyben a taszkok befejezési idejében mutatkozó késések és sie-
tések (koraiságok) összege minimális egy közös határid®höz képest. Az ilyen típusú
ütemezési feladatokat JIT ütemezési feladatoknak nevezik a szakirodalomban.

A háromgépes �ow shop ütemezési feladatot oldották meg Allahverdi és Al-Anzi
a szétválasztás és korlátozás módszerével [1]. A feladatban a tevékenységek beállítá-
sához (kon�gurálásához) és végrehajtásához szükséges id®t külön kezelik. A feladat
célfüggvénye az ütemezés minimális végrehajtási ideje. Heurisztikák segítségével fels®
korlátot származtatnak, mellyel gyorsítják a feladatok megoldásának menetét.

Danneberg és társai �ow shop feladatokra kidolgozott heurisztikát használó üte-
mezési algoritmusokat hasonlítottak össze [17]. Az ütemezési feladatban a taszkokat
csoportokba rendezik. Egy csoport taszkjait egyszerre hajtják végre ugyanazon a be-
rendezésen. A berendezés kon�gurálását a csoport elkezdése el®tt kell végrehajtani,
a kon�guráláshoz szükséges id® a csoport taszkjaitól függ.

Tahar és társai a taszkok sorrendjét®l függ® berendezés kon�gurálási id®ket tar-
talmazó ütemezési feladatot oldottak meg munkájukban [94]. A feladatban egyforma
gépek minimális végrehajtási idej¶ ütemezését keresték. Az ilyen feladatok NP nehe-
zek. A megoldást heurisztikus algoritmus segítségéve határozzák meg.

Choi és Choi alternatív recepttel és taszk sorrend függ® kon�gurálási id®vel m¶-
köd® berendezéseket tartalmazó job shop ütemezési feladat megoldásával foglalkoztak
munkájukban [14]. A feladat megoldására MIP (Mixed Integer Programming) mate-
matikai programozási modellt írtak fel, majd lokális keresést használó algoritmusokkal
oldották meg a feladatot.

Zdraªka az egy berendezéses batch ütemezési feladat megoldására adott heurisz-
tikus algoritmust munkájában [101]. A feladatban minden jobhoz tartozik egy vég-
rehajtási id® és egy szállítási id®. A gép a jobokat batchekbe rendezve hajtja végre.
Ha különböz® batchhez tartozó jobokat hajt végre a gép egymás után, akkor a gép
beállításához id®re van szükség. A feladat a végrehajtási id® minimalizálása. Zdraªka
heurisztikus algoritmust ismertet, mely legrosszabb esetben az optimumhoz képest
3/2-es ütemezést szolgáltat. A kritikus út a jobok olyan sorozata, mely az ütemezés
végrehajtási idejét meghatározza. Az úgynevezett �becsl® algoritmus� a kritikus út
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5.1. ábra. Festékgyártást leíró recept.

módosításával dolgozik, azaz megpróbál a kritikus útból eltávolítani jobokat azért,
hogy csökkenjen a végrehajtási id®.

5.2. A megoldandó festékipari feladat
A termékek gyártási folyamatát leíró receptek megadhatóak egy-egy taszk-hálózat
formájában (részletesen lásd a 3. fejezetben). Ebben a taszk hálózatban a festé-
kek gyártásához négy egymást követ® taszkot kell végrehajtani. Ezek a taszkok a
következ®ek: örlés, keverés, tárolás és csomagolás. Az 5.1 ábra a festék gyártását
leíró receptet ábrázolja. A receptben az örlés, keverés és tárolás m¶veletet szakaszos
üzem¶ berendezésekkel, míg a csomagolást folytonos m¶ködés¶ berendezésekkel lehet
végrehajtani. A gyártás során biztosítani kell, hogy a keverés m¶velet után a termék
adott ideig egy tároló berendezésben várakozik, miel®tt a termék csomagolása elkez-
d®dhet. Ez a várakozás a festék buborékoltatása miatt szükséges. Ez a várakozási
id® a tároló berendezések m¶ködési idejében lesz �gyelembe véve.

Mivel berendezésb®l kevesebb van, mint ahány taszkot végre kell hajtani, ezért
nem rendelhetünk hozzá mindegyik taszkhoz egy önálló berendezést, a berendezése-
ket ütemezni kell. Az ütemezés során minden taszkhoz hozzá kell rendelni egy id®in-
tervallumra egy megfelel® berendezést, mely intervallum alatt a berendezés a taszkot
végrehajtja (az intervallum hossza legalább a taszk m¶ködési idejének hossza). Ha
az ütemezés alapján a berendezés két olyan taszkot hajt végre egymás után, mely
taszkok között a berendezést tisztítani kell, akkor a tisztításhoz szükséges id®t a be-
rendezés váltási idejében ábrázoljuk. A festékgyártás során a örl®, kever® és tároló
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berendezések tisztítását kell �gyelembe vennünk. A gyártási folyamatban keletkez®
összes köztes anyagot felhasználják a recept alapján rákövetkez® taszkok.

Ütemezési feladatokban általában a legkisebb végrehajtási idej¶ (makespan) üte-
mezés meghatározása a cél. Az ilyen ütemezés a legtermelékenyebb, azonban felesle-
gesen nagy számú tisztítást és ezzel együtt szennyez® anyag kibocsátást von magá-
val. Azért, hogy �gyelembe tudjam venni az S-gráf módszertanban az ütemezéshez
kapcsolódó tisztítási költséget, a korlátozás eljárásban a végrehajtási id® mellett a
tisztítási költséget is számolni kell. Az eredeti S-gráf módszertan célfüggvénye a mi-
nimális végrehajtási id®, a festékgyártási feladatban a célfüggvény nem változik, a
tisztítási költség fels® korlátja az ütemezés megvalósíthatóságát befolyásolja. Egy új
korlátozási szempont jelent®sen nem befolyásolja az S-gráf módszertan alapalgoritmu-
sait, ezért az eredeti S-gráf módszertan hatékonyan alkalmazható a festékipari feladat
megoldására is.

Az elemzett és megoldott ipari feladatban a csomagolók a legkihasználtabb be-
rendezések, az örl® és kever® berendezések átlagosan kihasználtak, míg a tárolók a
legkevésbé kihasználtak. Ezt az információt a szétválasztás döntési sorrendjében ki-
használva gyorsabb, hatékonyabb megoldót kapunk.

5.3. S-gráf módszertan alkalmazása a festékgyártási
feladatra

A 3. fejezetben bemutatott EQ-SG algoritmus gyorsítási eszközökkel kiegészítve ha-
tékony algoritmus lehet nagyméret¶ ipari ütemezési feladatok megoldására. A festék-
gyártási feladat speciális tulajdonságai módosítják az alap megoldót.

A festék gyártás receptje a korábban ismertetett úton átalakítható recept-grá�á.
Az 5.2 ábrán a recept és a receptb®l származtatott recept-gráf látható.

5.3.1. Keresési tér csökkentése
Az ipari ütemezési feladatokban nagy számú batchben kell ugyanazokat a termékeket
el®állítani, ütemezni. Az S-gráf alapalagoritmus minden el®állított batcht, még ha
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5.2. ábra. Recept-gráf készítése a festékgyártás receptjéb®l.

ugyanahhoz a termékhez is tartozik külön termékként kezeli és így feleslegesen sok
redundáns megoldást tartalmaz a keresési tér. Ezeknek a redundáns megoldásoknak
a kizárására Holczinger és társai bevezették a segéd-éleket [34], mint további korláto-
zásokat a recept-gráfba, mellyel jelent®s gyorsítást ért el az algoritmus futása során,
miközben az optimális megoldást továbbra is megkapta. A segéd-élekkel nagy ipari
ütemezési feladatok megoldására nyílt lehet®ség. A keresési tér ily módon való csök-
kentésével a festékgyártási feladat ipari alkalmazására nyílik lehet®ség. A segéd-él
technika részletes ismertetése a 3. fejezetben található.

5.3.2. Tároló berendezések ütemezése
A vizsgált ipari feladatban az NIS tárolási stratégiát kell alkalmazni, azaz a köztes
anyagokat mindvégig valamilyen erre alkalmas berendezésben tárolni kell. A rend-
szerben a köztes anyagokat az örl®, kever® és tároló berendezésekben lehet tárolni.
A csomagolók nem tudják az éppen csomagolás alatt álló festék mennyiséget tárolni,
hanem egy tároló berendezésnek kell rendelkezésre állnia addig, míg az összes festéket
be nem csomagoljuk. Az ütemezésnek biztosítania kell, hogy a köztes anyagot tároló
berendezések a csomagolók m¶ködése alatt nem használhatóak új taszkok végrehaj-
tására.

Ez a tárolási korlát könnyen kifejezhet® egy új, módosított ütemezési-él beveze-
tésével. Például az 5.3. ábrán lev® S-gráf 9-es és 7-es csúcsok közötti ütemezési-éle



90

5.3. ábra. A 9-es és 7-es csúcs közötti él biztosítja, hogy az E7 berendezés, csak a
4-es taszk (csomagolás típusú) befejezése után kezdheti meg a 7-es taszkot.

biztosítja azt, hogy a köztes festéket az E7-es tárolóban tároljuk miközben a csoma-
golás be nem fejez®dik. Vegyük észre, hogy az 5.3. ábrán a 4-es és 7-es csúcs közötti
eredeti ütemezési-él redundáns, elhagyható.

5.3.3. Lineáris programozási modell a részfeladat végrehajtási
idejére érvényes alsó korlát meghatározására

A leghosszabb út keres® algoritmus nem szolgáltat eléggé éles alsó korlátot a kere-
sési fa gyökeréhez közeli részproblémákra. A leghosszabb út keres® algoritmus akkor
hatékony, ha a recept-gráf elég sok ütemezési-élt tartalmaz. Lineáris programozási
modell felírásával és megoldásával a leghosszabb út keres® algoritmusnál nem kisebb,
élesebb alsó korlátot kaphatunk.

A korlátozás eljárás során használt lineáris programozási modellt Holczinger Tibor
disszertációjában ismertette [33]. A lineáris programozási modellt a D. függelék
tartalmazza.

5.4. Algoritmus a festékgyártási feladatra
A festékgyártási feladat megoldására a korábban ismertetett EQ-SG algoritmus (3.5-
3.7 ábrák) alapján dolgoztam ki a P-SG algoritmust. A P-SG algoritmus eljárásait az
EQ-SG algoritmus EQ-SG, EQ-szétválasztás és EQ-korlátozás eljárásához hasonlóan
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P-SG, P-szétválasztás és P-korlátozás eljárásnak nevezem.
A P-SG algoritmus P-SG eljárásának a bemenete a festékgyártási feladat, ami a

recept-gráfot és a tisztítási költség korlátját tartalmazza. Jelöljük Cmax-szal a tisz-
títási költségek korlátját. A P-SG eljárás az EQ-SG eljárás alapján inicializálja az
adatstruktúrákat és kezeli a nyitott részfeladatok halmazát (SET ).

A P-szétválasztás eljárás az EQ-szétválasztás eljárás lépéseit követi, �gyelembe
véve a tároló típusú berendezések feladatspeci�kus ütemezését. Az eljárás a 5.3.2
fejezetben ismertetett módon kezeli a tárolók ütemezési-éleit.

A P-korlátozás eljárást a 5.3.3 fejezet és a tisztítási költség korlát alapján újraépí-
tettem az EQ-korlátozás eljárást (lásd. 5.4 ábra). A P-korlátozás eljárás a körkeres®
algoritmussal ellen®rzi, hogy a részfeladat megvalósítható ütemezés-e. Ha megvalósít-
ható, akkor a részfeladathoz tartozó részütemezés ütemezési-éleihez tartozó tisztítási
költségeket összegzi. Ha az összeg nem nagyobb, mint a tisztítások fels® korlátja, ak-
kor az LP modellt alkalmazva határozza meg a részfeladat végrehajtási idejének alsó
korlátját. Ha a körkeres® algoritmus kört talált, vagy a tisztítási költségek összege
nagyobb, mint a tisztítási költség korlátja, akkor a részfeladat alsó korlátja végtelen,
tehát nem kaphatunk bel®le megoldást a feladatra.

5.5. Ipari feladat
Tegyük fel, hogy hat terméket (A, B, C, D, E és F ) kell el®állítani a rendelkezésre álló
huszonhárom berendezéssel (E1-E23). A termékeket gyártását leíró receptet az 5.1
táblázatban találhatjuk.

Legyen az E6-E9 berendezések váltási ideje 70 perc, az E1-E5 és E10-E20 beren-
dezések váltási ideje pedig 100 perc, ha egy új terméket kezdenek el gyártani. Minden
más váltási id® értéke legyen 0. A termékenként el®állítandó batchek számát az 5.2
táblázat tartalmazza.

A feladat minimális végrehajtási idej¶ megoldásának értéke 6700 perc. A mini-
mális végrehajtási idej¶ megoldás meghatározásához létrehoztunk egy MILP modellt
Méndez és társainak munkája alapján [52]. A modellt GAMS/CPLEX 7.5 általános
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jelölések:
Cmax: feladat tisztítási költségének korlátja
cost(e,i,j): az e berendezés i és j taszk közötti tisztítási költsége

procedure P-korlátozás(PP )
begin

kör_keres®(G(PP ));
if no cycle

begin
if ∑

cost(e,i,j) ≤ Cmax, ahol (i, j) az e berendezés ütemezési-éle G(PP )-ben
bound :=lpmodell(G(PP ));

else
bound := ∞;

end
else

bound := ∞;
return bound;

end.

5.4. ábra. A P-korlátozás eljárás.
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5.1. táblázat. Ipari feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék
Berendezés Id® (perc) Berendezés Id® (perc) Berendezés Id® (perc)

1 E1 60 E1 60 E2 60
2 E6 310 E7 240 E8 120

E8 120
E9 240

3 E10 60 E11 120 E11 120
E11 120 E13 60 E12 70
E13 60 E15 120 E13 70
E15 120 E17 60 E14 60
E17 60 E19 120 E16 50
E19 120 E20 60
E20 60

4 E21 720 E22 540 E21 720
E22 540 E23 720 E22 540

Taszk D termék E termék F termék
Berendezés Id® (perc) Berendezés Id® (perc) Berendezés Id® (perc)

1 E3 60 E4 40 E5 40
2 E7 240 E6 300 E7 240

E9 240 E8 120 E8 120
3 E10 60 E10 60 E10 60

E11 120 E12 90 E15 120
E13 60 E14 90 E16 90
E14 90 E16 90 E17 60
E15 120 E18 90 E18 90
E17 60 E20 60 E19 120
E18 90 E20 60
E19 120
E20 60

4 E22 540 E21 720 E21 720
E23 720 E22 540

E23 720
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5.2. táblázat. Batch-ek száma termékenként.
Termék A B C D E F

Batch-ek száma 3 5 1 3 9 3

5.3. táblázat. Örl® berendezések (E1-E5 berendezések) tisztítási költségei (CU).
Hova |

A B C D E F

Honnan

A 0 500 500 500 500 500
B 1000 0 500 500 500 500
C 1000 500 0 500 500 500
D 1000 500 500 0 500 500
E 2000 1000 1000 1000 0 500
F 2000 1000 1000 1000 500 0

célú megoldóval 34 másodperc alatt sikerült megoldani1. Ugyanezen a PC-n az EQ-
SG algoritmus 0,9 másodperc alatt határozta meg a feladat optimális megoldását.
Az 5.5 ábra mutatja a feladat egyik optimális (tehát minimális) végrehajtási idej¶
megoldásának ütemezési-gráfját. Az ütemezési-gráfban szaggatott élek jelölik azokat
a berendezés váltásokat, melyek tisztítással járnak, mert a berendezés egy új termék
el®állítását kezdi el.

A berendezések tisztítása az egyik legköltségesebb és legszennyez®bb m¶velet a
gyártási folyamatban. Az 5.5 ábrán bemutatott minimális végrehajtási idej¶ üteme-
zés során 11-szer kell valamely berendezés tisztítását elvégezni. Az ütemezés összes
tisztítási költségét a szaggatott ütemezési-élek alapján számítható. A tisztítási m¶-
velet bonyolultsága alapján megadhatóak a tisztítások költségei (Cost Unit, CU). Az
örl® berendezések tisztítási költségét az 5.3 táblázat, a kever®két az 5.4 táblázat és a
tárolókét az 5.5 táblázat tartalmazza.

Az 5.3-5.5 táblázatok alapján a 11 tisztítást tartalmazó minimális végrehajtási
1Az algoritmus egy 1 GByte DDR RAM-mal felszerelt, AMD Athlon XP 2200 MHz órajel¶ PC-n

futott.
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5.5. ábra. Minimális végrehajtási idej¶ ütemezési-gráf, melyben a szaggatott élek
tisztítási költséggel járó váltásokat jelölnek.
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5.4. táblázat. Kever® berendezések (E6-E9 berendezések) tisztítási költségei (CU).
Hova |

A B C D E F

Honnan

A 0 1500 1500 1500 1500 1500
B 2500 0 1500 1500 1500 1500
C 2500 1500 0 1500 1500 1500
D 2500 1500 1500 0 1500 1500
E 5000 2500 2500 2500 0 1500
F 5000 2500 2500 2500 1500 0

5.5. táblázat. Tároló berendezések (E10-E20 berendezések) tisztítási költségei (CU).
Hova |

A B C D E F

Honnan

A 0 1000 1000 1000 1000 1000
B 2000 0 1000 1000 1000 1000
C 2000 1000 0 1000 1000 1000
D 2000 1000 1000 0 1000 1000
E 4000 2000 2000 2000 0 1000
F 4000 2000 2000 2000 1000 0
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idej¶ ütemezés tisztítási költsége 14000 CU. Ugyanakkor a minimális tisztítási költ-
ség¶ ütemezés értéke 3500 CU és mindössze 4 berendezés tisztítást tartalmaz. Ennek
a minimális költség¶ ütemezésnek a végrehajtási ideje 6910 perc. Az ütemezés vég-
rehajtási idejének körülbelül 3%-os növekedésével a tisztítási költségek a negyedére
csökkennek.

A tisztítási költség és a végrehajtási id® egymással konkuráló mennyiségek. Ha az
egyik mennyiséget javítjuk, akkor a másik általában romlik. Ezért a pareto optimális
megoldások megtalálása fontos feladat lehet. Ha az egyik mennyiséget korlátozzuk,
miközben a másikat optimalizáljuk megkapjuk a pareto optimális megoldások halma-
zát. Ha például a tisztítási költségek fels® korlátját 5500 CU-nak választjuk, akkor a
minimális végrehajtási idej¶ ütemezés ideje 6700 perc.

5.6. Összefoglalás
Munkámban szakaszos folyamatok optimális ütemezésére dolgoztam ki a P-SG algo-
ritmust, melyben �gyelembe veszem a berendezések tisztításának idejét és költségét.
Az algoritmust az EQ-SG algoritmusból kiindulva hoztam létre. A P-SG algoritmus
kezeli az iparból származó festékgyártási feladat speciális tárolási tulajdonságait, biz-
tosítja az NIS tárolási stratégiát és a tároló berendezések különleges ütemezését.

Bemutattam egy új korlátozási modellt az ütemezési részfeladatok alsó korlátjának
számítására. A bemutatott LP modellel legalább olyan jó alsó korlátot kapunk, mint
a leghosszabb út keres® algoritmussal. Leginkább a keresési fa gyökérhez közeli rész-
feladataira ad lényegesen jobb alsó korlátot. Az LP modell az EQ-SG algoritmusban
is használható a korlátozás eljárásban.
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6. fejezet

Ütemezés h®integrációval

Szakaszos folyamatok összetettségük miatt nagy számban tartalmaznak olyan anyag-
áramokat, melyek h®mérsékletét változtatni kell. Az anyagáram h®mérsékletének
változtatása energia befektetéssel jár. Gazdasági és környezetvédelmi szempontokból
fontos, hogy olyan ütemezéseket keressünk, melyekben az ütemezés mellett az energia
fogyasztást is �gyelembe vesszük, lehet®ség van a minél magasabb szint¶ h®integráci-
óra, azaz a rendszer megfelel® h®mérséklet változtatást igényl® anyagáramának h®cse-
rél® berendezésben való összekapcsolásával a termelés költségeinek csökkentésére. Az
ütemezési és a h®integrációs feladat egymás mellett jelentkezik a vegyipari szakaszos
gyártási folyamatok nagy részében.

Az ütemezési és h®integrációs feladat megoldható szekvenciálisan, azaz egymás
után. Így például el®ször az ütemezési feladat optimális megoldását keressük meg,
majd erre a megoldásra lesz¶kítve keressük az h®integrációs feladat optimális meg-
oldását, vagy fordított sorrendben. Mivel az egyik feladat megoldása befolyásolja a
másik feladat megoldását, ezért a szekvenciális megközelítés nem vezethet mindkét
feladat szempontjából optimális megoldáshoz. Például egy optimális ütemezés ese-
tén könnyen el®fordulhat, hogy az nagyon kevés lehet®séget biztosít a h®integráció
számára, így magas lesz a gyártás energiaköltsége. Ugyanakkor ha az optimumhoz
képest kicsivel rosszabb ütemezéseket is megengedünk, akkor ezeknél az ütemezé-
seknél megnövekedhet a h®integráció lehet®sége és így csökken a szükséges energia
mennyisége.

99
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A h®integrációt h®cserél® berendezéseket alkalmazva valósíthatjuk meg. A gyakor-
latban a h®cserél® berendezések igen drágák, a tisztításuk nehéz és költséges, esetleg
lehetetlen. A h®cserél® berendezések ütemezését és így a szakaszos berendezések üte-
mezését is befolyásolja h®cserél® berendezések tisztításának nehézsége. A szakaszos
gyártási folyamat ütemezése befolyásolja a potenciális h®cseréket, a gyártás anyag-
áramainak id®függ® jelenléte miatt. Cél lehet olyan ütemezések meghatározása, mely
maximális lehet®séget biztosít h®cserék megvalósítására, ugyanakkor a végrehajtási
ideje is elfogadható.

6.1. Szakaszos folyamatok h®integrációjának szakiro-
dalma

A h®cserél® hálózatok szintézise (Heat Exchanger Network Synthesis, HENS) során
a h®cserél® berendezések egy olyan hálózatának (Heat Exchanger Network, HEN) a
tervezése a cél, mely optimálisan kielégíti a termelési rendszerben fellép® h¶tési és
f¶tési igényeket. A h¶tési és f¶tési igények kielégíthet®ek a rendszerbe kívülr®l beho-
zott energiával (pl. h¶t®torony vagy forró g®z). A költségek csökkentése érdekében
azonban a meglév® f¶tési és h¶tési igényeket, mint h®elvonási lehet®ségeket és h®for-
rásokat kiaknázva, a felhasznált küls® energia mennyisége és így a termelési rendszer
költsége is csökkenthet®. Az optimális HEN meghatározásához �gyelembe kell venni
a h®cserél® egységek költségeit. A HENS feladatok általában nagy méret¶, össze-
tett, kombinatorikus jelleg¶ feladatok. A h®cserél® hálózat magas költsége miatt az
optimális HEN megtalálása fontos feladat.

A h®cserél® hálózat egy olyan a termel® folyamatba integrált folytonos alrendszer
melyben egyes folyamok h®mérsékletét növelni, másokét pedig csökkenteni kell. Az
el®bbieket hidegáramoknak (kezdeti h®mérsékletük alacsonyabb, mint a végs®), az
utóbbiakat melegáramoknak nevezzük. A meleg- és hidegáramokat közösen h®ára-
moknak nevezzük. Ha a h®áram fajh®je (fajlagos h®kapacitása) c, akkor m tömeg¶
anyag h®mérsékletének ∆T -vel való megváltoztatásához ∆Q = cm∆T energiára van
szükség. Folytonos rendszer esetén a képletben a tömeg helyett a folyam nagyságát
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kell venni, az energia helyett pedig az id®egység alatt befektetett energia nagyságát
kapjuk.

A h®csere m¶ködését a termodinamika els® és második törvénye írja le. A ter-
modinamika els® törvénye az energia megmaradását mondja ki, azaz egy zárt rend-
szerben jelen lev® energia összege nem változik. A termodinamika második törvénye
azt mondja, hogy a h®áramlás iránya a melegebb helyr®l a hidegebb hely felé mu-
tat. A h®cserél® hálózatok tervezésénél a második törvény alapján a cél a h®áramok
többszöri felhasználása egészen addig, míg a törvény ezt megengedi.

Melegenergia szolgáltatónak (hot utility) azokat a gyártórendszeren kívüli eszközö-
ket nevezzük melyek h®t juttatnak a rendszerbe a megfelel® h®igények kielégítésére.
A hidegenergia szolgáltató (cold utility) a gyártási rendszerben jelen lev®, fel nem
használható h®t vonja ki. Melegenergia szolgáltatóként használhatunk g®zt, melyet
bojlerekb®l, vagy megcsapolt turbinákból nyerhetünk. Hidegenergia szolgáltatóként
vizet, vagy hideg leveg®t használhatunk.

A melegáramokat és a melegenergia szolgáltatókat h®forrásoknak, a hidegáramo-
kat és hidegenergia szolgáltatókat h®nyel®knek hívjuk. Egy h®forrás és h®nyel® kö-
zött a h®átadás h®cserél® berendezésen keresztül történik. A h®cserél® berendezések
lehetnek egyenáramúak, vagy keresztáramúak a bennük folyó anyagáramok irányai
alapján. A �zikai kialakításuk alapján lehetnek kötegesek, lemezesek. A termodi-
namika második f®tétele alapján akkor lehetséges h®csere, ha a h®forrás melegebb,
mint a h®nyel®, azonban a gyakorlatban gazdaságossági szempontokból megkövetel-
jük, hogy egy minimális, ∆Tmin h®mérséklet különbség legyen a h®forrás és a h®nyel®
között.

Linnho� és Flower munkájukban összefoglalták a h®cserél® hálózatok szintézisére
bevezetett eljárásokat, gyakorlati alkalmazhatóságuk szempontjából [46]. Megállapí-
tották, hogy habár számos eljárást tettek közzé a szakirodalomban, azok nem, vagy
nehezen alkalmazhatóak az iparban. A h®cserél® hálózatok tervezéséhez bevezették
a pinch technológiát [47]. A pinch technológia egy gra�kus eszköz, melyben a kasz-
kád diagrammon ábrázoljuk a rendszer összes h®áramát. A kaszkád diagramm a
h®mérséklet � entalpia diagrammon ábrázolja a meleg és hideg kompozit görbéket,
és megadja a rendszer hideg- illetve melegenergia igényét és pinch h®mérsékletét. A
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pinch vagy sz¶kületi h®mérséklet olyan h®mérséklet értéket jelent, amelyen keresz-
tül nem történik h®csere egy minimális energia felhasználású h®cserél® hálózatban
a pinch törvény alapján. A nagy kompozit görbe segítségével a tervez® meghatároz-
hatja milyen szolgáltatókat használjon a h®cserél® hálózatban. A pinch technológiával
kapott megoldás h®cserél® hálózat általában 5%-nál nem rosszabb a rendszer globá-
lis optimumánál. Smith összefoglalta a h®cserél® hálózatok tervezésével kapcsolatos
módszereket munkájában [90].

Rév és Fonyó, illetve Mizsey és Rév h®cserél® hálózatok tervezésére az eredeti
pinch technológia helyett a pinch technológia egy általánosítását használják (diverse
pinch concept) [57, 79]. A módszerrel már a tervezési fázisban �gyelembe tudják
venni az eltér® h®átadási tényez®ket, így olyan csapdákat is el tudnak kerülni, melyek
korábban csak a megvalósításnál jelentkeztek.

A pinch technológia mellett a szállítási modelleket is széles körben használják
h®cserél® hálózatok szintézisére. A szállítási modellek a kaszkád diagramm segítsé-
gével határozzák meg a h®cseréket. H®mérséklet intervallumokat határoznak meg,
melyeken a h®csere megtörténhet, a h®mérséklet intervallum maradék h®je az alatta
lev® intervallumokba továbbítható [9, 15, 67]. Az algoritmikus módszerek fejl®désé-
vel és a számítási teljesítmény növekedésével egyre pontosabb, összetettebb feladatok
megoldására nyílik lehet®ség.

A pinch technológián és a szállítási modellen kívül számos más modell létezik
HENS feladatok megoldására. Lin és Miller tabu-keresés módszerével oldották meg a
h®cserél® hálózat tervezési feladatot [6]. A tabu-keresés a sztochasztikus optimalizá-
lási módszerek családjába tartozik, amely az úgynevezett tabu-listákat használ rövid
és hosszú távú memóriaként. Legegyszer¶bb esetben egy megoldásból a szomszédos
megoldások közül a legkedvez®bbe lép át, hacsak az nem szerepel a tabu listában.
A listát minden lépés után aktualizálja, általában felveszi az el®z® megoldást, illetve
törli a legrégebbit. A tabu-keresés jól alkalmazható HENS feladatok megoldására,
mert nagy valószín¶séggel megtalálja a globális optimumot, ugyanakkor kis számítási
igényre van szüksége. Ravagnani és szerz®társai genetikus algoritmus segítségével ha-
tározták meg a HENS feladat megoldását [78]. A megoldáshoz felhasználták a pinch
analízist is. Módszerükben a minimális h®mérséklet különbség, a legtöbb eljárással
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ellentétben, optimalizálási változó.
Szakaszos termelési rendszerekben a rendszer energia fogyasztása a teljes költség

5-10%-át is elérheti. Vaklieva-Bancheva és társai szakaszos, többcélú termel® rendszer
költség optimális ütemezésére fejlesztettek ki egy MILP modellt [98]. A modellben a
meghatározzák a berendezések között telepítend® h®cserél® egységeket és azok mére-
tét.

Majozi szakaszos termel® rendszer h®integrációjára egy �folytonos� MILP modellt
dolgozott ki [48]. A modellt az SSN (State Sequence Network) ábrázolás alapján
formalizálta. A modellben a maximális pro�tot adó ütemezést keresi, �gyelembe
véve a h®integrációs részfeladat költségeit is.

Lee és Reklaitis periodikus, kampány módon m¶köd® szakaszos rendszer optimális
h®integrációt is �gyelembe vev® ütemezését adták meg munkájukban [42, 43]. Egy
MILP modellel határozzák meg a minimális energiát használó ütemezést. H®cserét a
rendszer anyagáramai között hozhatnak létre.

A h®integrációval a szakirodalomban els®sorban folytonos folyamatok kapcsán ta-
lálkozhatunk, mert a h®integrációval foglalkozó módszerek feltételezik a rendszer ál-
landósult állapotát, ami szakaszos rendszerekben nem teljesül. Ugyanakkor a sza-
kaszos termel® struktúrák fontossága és a folyamatosan szigorodó környezetvédelmi
szempontok megkövetelik, hogy a szakaszos termelési rendszerek emisszióját is csök-
kentsük h®integrációval. Ehhez a h®integrációs módszerek szakaszos folyamatokra
való kiterjesztésére van szükség.

Számos különböz® módszert találhatunk h®integrációs, vagy szakaszos ütemezési
feladatok megoldására. Kemp módszerében a direkt h®csere helyett a h® tárolásával
csökkenti a folyamatok összes h® fogyasztását [40]. Corominas és társai munkájában a
több termékes szakaszos ütemezési feladat h® integrációját heurisztikus algoritmusok-
kal oldja meg, mely algoritmusokkal a m¶veletek kezdési idejét úgy határozza meg,
hogy energia megtakarításra nyíljon lehet®ség [16]. Ivanov kutatásaiban szakaszos
reaktorok és h®cserél® hálózatok szintézisét integrálja [38].
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6.1. táblázat. Szemléltet® példa receptje.

Taszk A termék B termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E2 8 E3 8

2 E1 4 E1 4
E4 11

6.2. Ütemezési és h®integrációs feladat kapcsolódása
Egy szemléltet® példa segítségével mutatom be szakaszos folyamatok h®integrációjá-
nak a szükségességét. El®ször a szemléltet® példa minimális végrehajtási idej¶ üte-
mezését határozom meg, majd a kapott ütemezésre megadom a legjobb h®integrációs
lehet®séget. Bemutatom, hogy az ütemezés végrehajtási idejének növelése nem csök-
kenti a rendszer energia felhasználását, az ütemezésben lév® korlátok miatt nincsen
lehet®ség újabb h®cseréket létesíteni. Más ütemezéseket, struktúrákat használva �
esetleg nagyobb végrehajtási idej¶eket � ugyanakkor magasabb szint¶ h®integrációt
érhetünk el.

6.1 feladat

A 6.1 táblázat tartalmazza a gyártandó A és B termékek receptjeit. Mindkét ter-
méket két egymás utáni taszkkal állíthatjuk el®. A táblázat tartalmazza a taszkok
és a berendezések egymáshoz rendelésének szabályait. Például a B termék második
taszkját az E1 berendezéssel 4 óra alatt, vagy E4 berendezéssel 11 óra alatt lehet vég-
rehajtani. A 6.1. ábra a szemléltet® példa recept-gráfját mutatja, ahol az S1 = {E2},
S2 = {E1}, S3 = {E3} és S4 = {E1, E4}.

Tegyük fel, hogy az A termék második taszkjának bemen® anyagáramát h¶teni, a
B termék második taszkjának bemen® anyagáramát f¶teni kell (az S-gráf 2-es és 4-es
taszkjai) és ezek között a h®áramok között termodinamikai f®tételei alapján h®cserét
lehet végrehajtani. Az ütemezés alapján akkor tudunk a két h®áram között h®cserét
végrehajtani, ha azok ugyanabban az id®pontban jelen vannak a rendszerben. A két
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6.1. ábra. A 6.1. táblázat recept-gráfja.

6.2. ábra. Minimális végrehajtási idej¶ ütemezés Gantt-diagrammja.

h®áram közötti h®cserét 3 óra alatt lehet végrehajtani egy h®cserél® berendezéssel.
Ha nem lehet a h®áramok közötti h®cserével kielégíteni a h¶tés és f¶tési igényt, akkor
lehet®ség van ezt küls® energia szolgáltatót használva megtenni. Küls® energia szol-
gáltatót használva 1 órára van szükség a bemen® anyagáramok h¶tésére és f¶tésére.
A 6.2 ábra a minimális végrehajtási idej¶ ütemezés Gantt-diagrammját szemlélteti
a küls® energia szolgáltatókat használva kielégített h®cserék id®igényeivel (h®csere
fázis). Ez a minimális végrehajtási idej¶ ütemezés nem teszi lehet®vé, hogy a két h®-
áram közötti h®cserével módosítsuk az anyagáramok h®mérsékletét, mivel a hozzájuk
tartozó taszkok megel®zik egymást. Hiába növeljük az ütemezés végrehajtási idejé-
nek korlátját, ennél az ütemezésnél h®cserét nem lehet létrehozni a taszkok bemen®
anyagáramai között.

Az 6.3 ábra egy olyan, végrehajtási id® szempontjából nem optimális ütemezés
Gantt-diagrammját tartalmazza, melynek a végrehajtási ideje nem minimális, azon-
ban lehet®vé teszi a taszkok bemen® anyagáramai közötti h®cserét. Az ábrán a vo-
nalazott téglalappal jelölt h®csere fázisok egyidej¶sége miatt lehet®ség van a küls®
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6.3. ábra. Egy megvalósítható ütemezés Gantt-diagrammja.

energia szolgáltatók helyett az olcsóbb, h®áramok közötti h®csere végrehajtására.

6.3. Szakaszos ütemezési feladat h®integrációja
Az ütemezési és h®integrációs feladatban az optimális (minimális végrehajtási idej¶)
ütemezés mellett �gyelembe kell venni a h®áramok közötti optimális h®cserét. A mi-
nimális végrehajtási idej¶ ütemezés általában korlátozza a h®csere lehet®ségét, ezért
érdemes a végrehajtási id® minimalizálása helyett nagyobbnak engedni a végrehajtási
id®t és megpróbálni minél nagyobb h®integrációt elérni az ütemezésben. Szakaszos fo-
lyamatok h®integrációjaként egy olyan berendezés és h®cserél® berendezés ütemezést
értünk, mely minimális küls® energiát használ ugyanakkor az ütemezés végrehajtási
ideje adott határid®n belüli (például 1,05-szöröse a minimális ütemezés végrehajtási
idejének).

A szakaszos ütemezési feladatok h®integrációjához a termékek gyártását ismertet®
recept mellett adottak a taszkok bemen® anyagáramainak a termodinamikai adatai.
Ha egy taszk bemen® anyagáramának h®mérséklete nem megfelel®, akkor egy küls®
energia szolgáltatót, vagy másik h®áramot használva megfelel® h®mérsékletre kell
hozni.

A taszkok m¶ködése ütemezés szempontjából felbontható két szakaszra, a h®cse-
rél® fázisra és az aktív fázisra. A h®cserél® fázis az az id®intervallum, amikor a
taszk bejöv® anyagáramait h®csere (vagy h®cserék) segítségével az el®írt h®mérsék-
letre hozzuk. A h®cserél® fázis után következik az aktív fázis, amikor a taszkhoz
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rendelt berendezés végrehajtja a gyártási feladatot. Feltételezzük, hogy a berende-
zések fel vannak szerelve h®cserél® egységgel, hogy küls® h®forrásból tudja fedezni a
bemen® anyagáramok h¶tési, f¶tési igényeit, ha szükséges. Korlátlan mennyiségben
áll rendelkezésünkre a küls® hideg és meleg h®forrás. A h®cseréket adott felület nagy-
ságú és a h®átadó tényez®j¶ h®cserél® berendezéssel lehet végrehajtani, melyekb®l
meghatározható a h®cseréhez szükséges id® mennyiség. Feltételezzük, hogy h®cserél®
berendezésben a h®csere során átvitt h®mennyiség a h®csere idejével arányos.

A h®cserél® berendezés felületének nagyságából, h®átadási tényez®jéb®l és a h®-
áramok adatai alapján bármely h®áram párra, melyek között a termodinamika törvé-
nyei alapján h®csere jöhet létre, kiszámítható a h®cseréhez szükséges id® függetlenül
az ütemezést®l. Adottak a rendelkezésre álló hideg- és melegenergia szolgáltatók,
melyeket akkor használhatunk h®cserére, ha a bels® anyagáramokkal a h®csere nem
valósítható meg.

6.4. Kapcsolódó komponens területek
A szakaszos ütemezési feladatok h®integrációja feladat két komponens feladattípus-
hoz kapcsolódik: a szakaszos folyamatok ütemezéséhez és a h®integrációs feladathoz.
Mindkét feladattípus tekinthet® mester feladatnak, mely az optimum keresése során
irányítja a másik komponens megoldás megtalálását. Mivel a vizsgált integrált fel-
adatban az ütemezési feladat nagy komplexitásából ered az egész feladat nehézsége,
ezért egy hatékony algoritmusban az ütemezésnek célszer¶ irányítania az integrált
feladat megoldását. Egy szétválasztás és korlátozás algoritmust fejlesztettem ki az
összetett feladat megoldására, melyben a mester feladat szerepét az ütemezés kapja.
Minden részfeladatban a h®integrációs feladat relaxációját vizsgálom az algoritmus
korlátozási lépésében.
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6.4. ábra. Recept-gráf kiegészítve h®folyamatokkal.

6.4.1. Mester feladat: ütemezés
Szakaszos folyamatok ütemezési feladatát a recepttel adják meg, mely tartalmazza a
termékekb®l ütemezend® batchek számát és a taszkokhoz hozzárendelhet® berende-
zések halmazait. Ütemezésnél általában a cél, hogy megadjunk egy olyan ütemezést,
melynek végrehajtási ideje minimális.

Az S-gráf algoritmus [84, 86] egy hatékony feladat és megoldás ábrázolás és algo-
ritmus NIS tárolási politika esetén. Az S-gráf algoritmus részletes bemutatása a 3.
fejezetben található. Mester feladat megoldására az EQ-SG algoritmust használom.
Az EQ-SG algoritmus EQ-korlátozás eljárását építem át az ütemezési feladat és a
relaxált h®integrációs feladat kezelésére.

6.4.2. Szakaszos folyamatok h®integrációja
Szakaszos folyamatokhoz kapcsolódó h®integrációs részfeladatot a következ®képpen
de�niálhatjuk. A h®integrációs részfeladathoz adva van a taszkok bemen® anyagára-
mainak termodinamikai adatai, tehát a hideg- és melegáramok, melyek a receptben
jelen vannak. A bemen® anyagáramokhoz adva vannak a h®mérséklet adatok és az
anyagáramok áramlásisebességei (�owrate). Továbbá adva vannak a rendelkezésre
álló h®cserél® berendezések, a h®cserél® berendezések felülete és h®átadási tényez®je.

Ha egy taszk bemen® anyagáramának h®mérséklete nem megfelel® a receptben,
és h®csere útján más h®mérsékletre kell hozni, akkor a h®csereigény helyét a recept-
gráfban ábrázoljuk. A 6.4 ábra az A termék el®állítását ábrázoló recept-gráfot tar-
talmazza. A recept-gráfban az anyagáramok h¶tésének és f¶tésének a szükségességét
a taszkoknál függ®leges nyilakkal jelöljük. A felfelé mutató nyíl a f¶tést (3-as taszk)
a lefele mutató nyíl a h¶tést jelzi (2-es taszk).
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6.5. Szakaszos folyamatok h®integrációjára kidolgo-
zott algoritmus

Az EQ-SG algoritmus a minimális végrehajtási idej¶ ütemezést határozza meg. A
h®integrációs feladatban egy olyan berendezés és h®cserél® berendezés ütemezést kell
meghatározni, mely minimális költség¶ küls® energiát használ és az ütemezés vég-
rehajtási ideje nem nagyobb egy adott korlátnál. Az integrált feladat megoldására
kidolgozott módszer szétválasztás és korlátozás elvén m¶ködik. A szétválasztás része
felel®s a berendezések ütemezéséért. A korlátozás része ellen®rzi a részütemezés meg-
valósíthatóságát és meghatározza a szükséges küls® energia költségek alsó korlátját.

Az integrált feladat f® nehézsége, hogy a berendezések egy olyan ütemezését hatá-
rozzuk meg, melyben lehet®ség van minél több h®áramok közötti h®cserére. Ha egy
hideg- és melegáram termodinamikai feltételek alapján összekapcsolható egy h®cse-
rél® berendezésben, az ütemezés alapján csak akkor kapcsolhatóak össze, ha id®ben
egyszerre vannak jelen. A lehetséges párhuzamos h®áramok kisz¶réséhez bevezettem
az id®intervallumokat az S-gráfokba.

6.5.1. Id®intervallumok id®ben párhuzamos taszkok kezelésére
Az S-gráf módszertant id®intervallumokkal kiegészítve követhetjük a lehetséges párhu-
zamos hideg- és melegáramokat. H®csere akkor jöhet létre két taszk megfelel® hideg-
és melegárama között, ha a két taszk anyagáramainak h®mérsékletei termodinamika
törvényei alapján megfelel®ek a h®cserére. Egy taszkhoz rendelt id®intervallum tar-
talmazza az összes lehetséges id®pontot, mikor egy taszk elkezd®dhet. Formálisan,
ha az i taszk a G(N, A1, A2) S-gráf taszk csúcsa és a [ti, Ti] intervallum az i taszkhoz
rendelt id®intervallum, akkor létezik egy olyan t ∈ [ti, Ti] id®pont, mikor az i taszk
elkezd®dhet és az ütemezés határideje teljesül.

Az S-gráf taszkjainak id®intervallumai meghatározhatóak a leghosszabb út ke-
res® algoritmussal. Ezzel az algoritmussal meghatározhatjuk minden taszkhoz azt
a legkorábbi id®pontot, amikor elkezd®dhetnek az ütemezés kezdéséhez képest. Az
algoritmus az éleken visszafelé haladva meghatározza a taszkoknak azt a legkés®bbi
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6.5. ábra. S-gráf id®intervallumokkal.

kezdési idejét, mellyel még nem sérti meg az ütemezés végrehajtási idejének korlát-
ját. A 6.5 ábra egy S-gráfot mutat id®intervallumokkal kiegészítve. Az S-gráfban a
vastag élek mutatják a leghosszabb utat. Ha a gyártás határideje 45 óra, akkor az
id®intervallumokat az S-gráfról leolvashatjuk.

6.5.2. Szétválasztás eljárás
A kifejlesztett szétválasztás és korlátozás algoritmus relaxált részfeladatok megoldá-
sán keresztül egy olyan ütemezési-gráfot keres, melyben úgy lehet ütemezni a h®cse-
réket, hogy közben minimális küls® energiát használ a rendszer. Ezeket a részfelada-
tokat egy keresési fában lehet rendszerezni. A recept-gráf a keresési fa gyökeréhez
tartozik. Minden részfeladatnál kiválasztunk egy berendezést, és generáljuk a rész-
feladat gyermek részfeladatait �gyelembe véve az összes lehetséges ütemezésre váró
taszkot, melyet végre lehet hajtani a berendezéssel. A gyermek részfeladatokban
ütemezzük a kiválasztott berendezéshez a megfelel® ütemezésre váró taszkot (a �be-
rendezés szempontú� stratégiának megfelel®en a berendezés utolsó taszkja lesz). Az
S-gráf keretalgoritmusban és a jelenlegi feladatnál sincs meghatározva a keresési és
kiválasztási stratégia a szétválasztás során, hanem az implementációra van bízva. Az
ütemezés hatékonysága szempontjából érdemes a fontos, leterhelt berendezések üte-
mezésével kezdeni a keresést, melyek az ütemezés � jóságát� már az algoritmus futása
elején meghatározhatják.
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procedure SCH-HENS-korlátozás(PP )
begin

kör_keres®(G(PP ));
if körmentes

begin
id®intervallum_frissítés(G(PP ));
if megvalósítható

bound :=hensmodell(G(PP ));
else

bound := ∞;
end

else
bound := ∞;

return bound;
end.

6.6. ábra. Az SCH-HENS-korlátozás eljárás.

6.5.3. Korlátozás eljárás
A korlátozás lépésben a részfeladat megvalósíthatóságát vizsgáljuk és egy alsó korlátot
számítunk a relaxált h®integrációs feladat energia költségére. A részfeladat megva-
lósítható, ha a hozzá tartozó S-gráf körmentes és az S-gráf leghosszabb útja, azaz a
bel®le származó levél részfeladatok végrehajtási idejének alsó korlátja, kisebb mint a
gyártás befejezésére adott határid®.

A h®csere költségének alsó korlátját minden részfeladat számára meg kell hatá-
rozni. Az id® intervallumokat használom a taszkok lehetséges kezdési idejének a
becslésére. Az id® intervallumokkal csökkenthet® az olyan lehetségesen párhuzamos
h®áramok száma, melyeket �gyelembe kell venni a relaxált modellben. A 6.6 ábra az
integrált feladathoz kidolgozott korlátozás eljárást tartalmazza.

A kör_keres® függvény a részfeladat S-gráfjának körmentességét ellen®rzi (B. füg-
gelék). Ha az S-gráf körmentes, akkor a körmentes változó értéke igaz. Az interval-
lum_frissítés függvény a leghosszabb út keres® algoritmus kétszeri alkalmazásával
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meghatározza a taszkok id®intervallumait. A függvény az intervallumok meghatáro-
zása során ellen®rzi az ütemezés leghosszabb útjának értékét. Amennyiben a végre-
hajtási id®re megadott korlátnál kisebb, akkor a megvalósítható változó értékét igazra
állítva tér vissza a függvény. A hensmodell a relaxált h®integrációs feladat alsó kor-
látját határozza meg.

A HENS relaxált modellben a H és C halmazok tartalmazzák a recept meleg- és
hidegáramait. A h ∈ H melegáramra hin és hout jelölje a melegáram kezdeti és végs®
h®mérsékletét (hout<hin). Hasonlóan, ha c ∈ C hidegáram, akkor jelölje cin és cout a
hidegáram kezdeti és végs® h®mérsékletét (cin<cout).

Tartalmazza a HP halmaz az összes olyan meleg- és hidegáram párt, melyeket az
adott részfeladatban �gyelembe kell venni h®csere során. Tehát ha a (h, c) ∈ HP pár,
akkor a h és c h®áramok között a termodinamika második törvénye alapján h®csere
jöhet létre (h ∈ H, c ∈ C), és a részfeladat S-gráfja alapján a meleg- és hidegáram
párhuzamosak lehetnek (megfelel® id®intervallumok nem diszjunktak).

A 6.7(a) ábra egy S-gráfot négy taszkkal tartalmaz. Az i és k taszk h®árama
párhuzamos, ha a [ti, Ti] és [tk, Tk] halmazok nem diszjunktak. Ez egy szükséges
feltétel a párhuzamosságra. A 6.7(b) ábra az id® intervallumok egy elrendezését
ábrázolják. A vonalazott terület a lehetséges h®csere fázist jelöli. A két h®áram között
a legkorábbi olyan id®pontban kezd®dhet el, amikor már mindkét taszk végrehajtható
azaz a max(ti, tk) id®pontban.

A relaxált modell változói

Jelölje yhc bináris változó a (h, c) ∈ HP párral jelölt meleg- és hidegáram pár közötti
h®cserét az optimális h®cserél® hálózatban. Ha az yhc = 1, akkor a hálózat tartal-
mazza, ha yhc = 0 akkor nem tartalmazza. Jelölje a nemnegatív thc folytonos változó
a h és c h®áramok közötti h®csere idejét (∀(h, c) ∈ HP ). Jelölje az xhc folytonos vál-
tozó azt a potenciális id®pontot, amikor a h melegáramtól a c hidegáram irányába a
h®csere elkezd®dhet, xch pedig a c hidegáram irányából h melegáram irányába induló
h®csere lehetséges id®pontja.

Minden h®áramra vezessünk be egy folytonos változót meleg- és hidegenergia szol-
gáltató irányában létrejött h®cserék hosszának jelölésére. Ha c ∈ C hidegáram, akkor
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6.7. ábra. Párhuzamos meleg- és hidegáramok (a vonalazott terület a h®csere lehet-
séges idejét jelöli).

jelölje tc,util a küls® forrás és a c hidegáram közötti h®csere id®hosszát. Hasonlóan
jelölje th,util a h ∈ H melegáram és a szolgáltató közötti h®csere id®hosszát. Jelöljék a
nemnegatív Uh és Uc változók a szolgáltatók és a h és c h®áramok közötti h®mennyiség
cserét (k ∈ H, c ∈ C).

Jelölje a G(N,A1, A2) a részfeladathoz tartozó S-gráfot. Minden i ∈ N csúcsra a
nemnegatív xi változó a taszk-csúcshoz tartozó taszk lehetséges kezdési idejét, vagy
a termék-csúcshoz tartozó termék lehetséges elkészülési idejét.

A modell korlátozásai

Mivel egy h®áram legfeljebb egy másik h®árammal való h®cserében szerepelhet, ezért
teljesülnie kell a ∑

c

yhc ≤ 1, minden h ∈ H (6.5.1)

∑

h

yhc ≤ 1, minden c ∈ C. (6.5.2)

Ha egy h®csere nincs benne az optimális hálózatban, akkor a h®csere id®hossza nulla,
azaz

thc ≤ Myhc, minden (h, c) ∈ HP (6.5.3)

ahol az M egy kell®en nagy konstans.
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Minden h ∈ H-ra jelölje a QFh konstans a h melegáram h®tartalom leadását.
Hasonlóan minden c ∈ C-re jelölje a QFc konstans a c hidegáram h®tartalom felvéte-
lét. A QFh és QFc-t a fajh®, az anyagáram folyamértéke és a h®áram kezd® és végs®
h®mérséklet különbségének a szorzata adja. A h®áram h®tartalom leadása vagy felvé-
tele a többi h®áram és az energia szolgáltató irányában létrejött h®cserék összegével
számolható, azaz ∑

c

Qhc + Uh = QFh, minden h ∈ H (6.5.4)
∑

h

Qhc + Uc = QFc, minden c ∈ H (6.5.5)

Feltételeztük, hogy a h®áram h®tartalom leadása, vagy felvétele arányos a h®csere
id®hosszával, azaz

Qhc = Dhcthc, minden (h, c) ∈ HP (6.5.6)

ahol a Dhc konstans a h®csere sebessége. A Dhc = UhcLMTDhcAREA, ahol Uhc a
h®csere h®átadási tényez®je, LMTDhc a logaritmikus h®mérséklet különbség átlag a
h meleg és c hidegáramra, az AREA pedig a h®cserél® berendezések felülete.

A (6.5.6) képlethez hasonlóan a küls® energia szolgáltató és a h®áram közötti
h®csere során az elvonandó, illetve betáplálandó h® mennyisége arányos a h®áram és
az energia szolgáltató közti h®csere id®hosszával (tc,util és tc,util), azaz

Uc = Dctc,util, minden c ∈ C (6.5.7)

Uh = Dhth,util, minden h ∈ H (6.5.8)

ahol Dc és Dh paraméterek a szolgáltató és a h®áram közötti h®mérséklet különbség
függvénye.

Az ütemezés végrehajtási idejének korlátja miatt az xi változók nem lehetnek
nagyobbak mint a korlát (MS), azaz

0 ≤ xi ≤ MS, minden i ∈ N (6.5.9)

Ha az i, j ∈ N a részfeladat S-gráfjának csúcsai, melyek között c(i, j) súlyú él van és
az i taszkhoz nem tartozik h®áram, akkor a j taszk nem kezd®dhet korábban, mint
az i taszk kezdési idejének és végrehajtási idejének összege, azaz

xi + c(i, j) ≤ xj, minden (i, j) ∈ A1 ∪ A2 (6.5.10)
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6.8. ábra. S-gráf lehetséges h®cserével.

6.9. ábra. Az i taszk tevékenységeinek sorozata h®csere esetén.

A 6.8 ábra egy S-gráfot tartalmaz egy lehetséges h®cserével a (h, c) ∈ HP pár
között. A 6.9 ábra az i taszk tevékenységeinek sorozatát mutatja. A taszk bemen®
anyaga az xi id®pont áll rendelkezésre az i taszkhoz rendelt berendezésben. A h®csere
az xch id®pontban kezd®dhet el a h melegáram és a c hidegáram között, a h®csere
tch ideig tart. A h h®árammal való h®csere után, ha szükséges a meleg energia szol-
gáltatót használva tc,util id® alatt éri el a kívánt h®mérsékletet a c hidegáram. A
tevékenységsorrend a c és h h®áramra a (6.5.11)�(6.5.14) képletekkel írható le.

xi ≤ xch (6.5.11)

xch + thc + tc,util + c(i, j) ≤ xj (6.5.12)

xk ≤ xhc (6.5.13)

xhc + thc + th,util + c(k, l) ≤ xl (6.5.14)
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Ha egy h melegáram és c hidegáram közötti h®csere a h®cserél® hálózat része,
akkor a két áram közötti h®csere egyszerre kell, hogy elkezd®jön, azaz teljesülnie kell
az xhc = xch egyenl®ségnek. A (6.5.15) képlet a h és c párhuzamosságát biztosítja,
azaz

−M(1− yhc) ≤ xhc − xch ≤ M(1− yhc), minden (h, c) ∈ HP (6.5.15)

A relaxált modell célfüggvénye

A relaxált modellben a célfüggvény a küls® energia szolgáltató használatának mini-
malizálása. A célfüggvény a 6.5.16 képlettel írható le.

min(Kc

∑
c

Uc + Kh

∑

h

Uh) (6.5.16)

ahol a Kc és Kh a hideg és meleg energia költségei.

6.6. Példa szakaszos ütemezési feladat h®integráció-
jára

Szakaszos ütemezési feladat h®integrációval való együttes megoldásával szemléltetem
az algoritmus m¶ködését. A feladatban négy batchnyi A és három batchnyi B és két
batchnyi C terméket kell el®állítani. A feladat receptje a 6.2 táblázatban található. A
recepthez tartozó hideg- és melegáramokat, a 6.3 táblázat tartalmazza. A 6.10 ábra
a feladat recept-gráfját ábrázolja bejelölve a receptben szerepl® h®áramok helyét.

5m2 felület¶, 1500W/m2K h®átadási tényez®j¶ h®cserél® berendezéseket használ-
hatunk a h®áramok közötti h®cserére. Küls® hideg és meleg szolgáltatótól 283K és
473K h®mérséklet¶ h®forrás áll rendelkezésünkre mennyiségi korlátozás nélkül. A
hideg és meleg energia szolgáltató költsége 1, azaz Kc = 1 és Kh = 1.

A minimális végrehajtási idej¶ ütemezés 31, 1 óra hosszú. Ehhez az ütemezés-
hez 3100 MJ energiát kell a küls® forrásból pótolni. Ha a végrehajtási id® korlátját
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6.2. táblázat. A h®integrációs feladat receptje.

Taszk A termék B termék C termék
Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E1 5 E1 5 E1 6
E2 5 E2 5 E2 6

2 E3 4 E5 4 E5 3
E4 4 E6 4 E6 3

3 E5 4 E7 4 E7 4
E6 4 E8 4 E8 4

4 E1 5
E2 5

6.3. táblázat. A h®integrációs feladat h®áramai.
H®áram Kezd® h®mérséklet Végs® h®mérséklet H®tartalom Taszk-csúcs
azonosító (K) (K) (MJ) azonosító

H1 313 393 400 2,5,8,11
H2 413 323 200 15,19,23
H3 353 403 100 16,20, 24
H4 423 313 300 26,29
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6.10. ábra. A 6.1. feladat recept-gráfja.
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6.11. ábra. A feladat optimális ütemezésének Gantt-diagrammja.

6.4. táblázat. A feladat optimális megoldásában lev® h®cserék.
Azonosító H®csere Kezdés Id®tartam

(taszk-csúcsok) (h) (h)
1 19 → 8 25,933 0,428
2 23 → 11 26 0,428
3 26 → 2 9 0,375
4 29 → 5 12 0,375

36 órára növeljük, akkor az optimális küls® energia használat lecsökken 1100 MJ-
ra. A 6.11 ábra az optimális (minimális) küls® energiát használó ütemezés Gantt-
diagrammját mutatja. A Gantt-diagrammhoz tartozó h®cserék id®zítését a 6.4 táb-
lázat tartalmazza.

6.7. Összefoglalás
Szakaszos gyártási folyamat egyidej¶ ütemezésére és h®integrációjára kifejlesztettem
egy algoritmust. Az integrált feladat megoldására kidolgozott algoritmus az S-gráf
módszertan [86] minimális végrehajtási idej¶ ütemezése helyett a minimális energia
költség¶ ütemezés meghatározását végzi, miközben a gyártási folyamat végrehajtási
ideje elfogadható marad.
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7. fejezet

Új tudományos eredmények

Az értekezés új tudományos eredményeinek tézisszer¶ összefoglalása:

1. Új szétválasztási eljárás az S-gráf módszertanhoz

1.1. Új szétválasztási algoritmust dolgoztam ki az S-gráf módszertan alapalgo-
ritmusához, amely a korábban alkalmazott �berendezés szempontú dönté-
sek� helyett a �taszk szempontú� döntéseket használja.

1.2. Beépítettem a �taszk szempontú� döntéseket használó szétválasztási eljá-
rást az S-gráf módszertanba. Bemutattam az új ütemez® algoritmus m¶-
ködését és ismertetem mely esetekben el®nyös az alkalmazása más mód-
szerekkel szemben.

2. Optimális ütemezés berendezések tisztítását is �gyelembe véve

Az S-gráf módszertant kiterjesztettem a berendezések ütemezését®l függ® tisztí-
tási költségek kezelésére. Bevezettem egy új korlátozás eljárást, mely minimális
végrehajtási id® mellett �gyelembe veszi az ütemezéshez kapcsolódó tisztítási
költséget. Az algoritmust ipari feladat megoldásával szemléltettem.

3. Optimális ütemezés és h®integráció

3.1. Új matematikai modellt dolgoztam ki ütemezés és energia használat együt-
tes optimalizálására.
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3.2. Kidolgoztam az algoritmust az ütemezési és h®integrációs feladatra, feladat
megoldásával illusztráltam m¶ködését.



8. fejezet

Major results and summary of
accomplishments

Brief summary of the new scienti�c results derived from the thesis:

1. New branching procedure for the S-graph framework

1.1. A new branching procedure has been developed for the S-graph framework.
The new procedure uses the �task aspect decisions� instead of the formerly
developed �equipment aspect decisions�.

1.2. The branching procedure using the �task aspect decisions� has been inte-
grated into the S-graph framework. The advantages of the new procedure
have been demonstrated through several case studies, providing a compar-
ison with the results obtained by the previous procedure.

2. Optimal scheduling accounting for cleaning costs

The S-graph framework has been extended to consider the equipment changeovers
with cleaning costs. A new bounding procedure has been introduced, that con-
siders the minimal makespan and the cleaning costs connected to the scheduling.
The algorithm has been demonstrated by solving an industrial example.

3. Optimal scheduling and heat integration
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3.1. A new mathematical model has been developed to solve combined schedul-
ing and the heat integration problems.

3.2. An algorithm has been developed to solve the combined scheduling and
heat integration problems. The work of the algorithm has been demon-
strated through the solution of examples.



A. Függelék

Komponens-gráf

Az A.1 ábrán látható ütemezési-gráf E1, E2, E3 és E4 berendezéseihez tartozó
komponens-gráfokat az A.2 ábra tartalmazza.

A.1. ábra. Ütemezési-gráf a komponens-gráfok bemutatásához.
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A.2. ábra. A G′
E1, G′

E2, G′
E3 és G′

E4 komponens-gráfok.



B. Függelék

Körkeres® algoritmus

A korlátozási lépés hatékonysága érdekében a körkeres® algoritmus megvalósításakor
érdemes �gyelembe venni, hogy minden egyes részfeladat keletkezése során legfeljebb
egy új ütemezési-él hozzáadása történik meg egy körmentes S-gráfhoz. Ez azt je-
lenti, hogy elég olyan köröket keresni a részfeladatban, melyek az új ütemezési-élt
tartalmazzák, tehát elég az utoljára beütemezett taszk-csúcsból kiindulva �lokálisan�
kört keresni. A B.1 ábrán az i taszk-csúcsból induló az S-gráfot bejáró körkeres®re
láthatunk egy megvalósítást.
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procedure kör_keres®(i,LIST )
jelölés:

pred(i): azon csúcsok halmaza, melyekb®l van él i csúcsba
begin

if pred(i) = ∅ then
return no_cycle;

for all j ∈ pred(i)
begin

if j ∈ LIST then
return cycle;

LIST := LIST ∪ {j};
kör_keres®(j,LIST );
if cycle then

return cycle;
LIST := LIST \ {j};

end
return no_cycle;

end.

B.1. ábra. A körkeres® algoritmus.



C. Függelék

Leghosszabb-út keres® algoritmus

Az értekezésben a szétválasztás és korlátozás algoritmus a leghosszabb út keres® algo-
ritmust használhatja a részfeladat végrehajtási idejének alsó korlátának meghatáro-
zására. A C.1. ábra a leghosszabb út keres® algoritmust tartalmazza. Az algoritmus
a paraméterként kapott G(N,A) irányított, körmentes gráf leghosszabb útjainak ér-
tékét határozza meg a gráf csúcsaiban (d(i) értéke, ahol i ∈ N).
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procedure leghosszabb_út_keres®(G(N,A))
jelölés:

pred(i): azon csúcsok halmaza, melyekb®l van él i csúcsba
begin

for all i ∈ N
d(i) := 0;

for all i ∈ N
begin

LIST := {i};
longest := 0;
while LIST 6= ∅

begin
LIST := LIST \ {i};
for all (i, j) ∈ A

begin
if d(j) < d(i) + c(i, j) then

begin
d(j) = d(i) + c(i, j);
longest := max(longest, d(j));
if j /∈ LIST then

LIST := LIST ∪ {j};
end

end
end

end
return no_cycle;

end.

C.1. ábra. A leghosszabb út keres® algoritmus.



D. Függelék

Lineáris programozási modell a
részfeladat alsó korlátjának
számítására

Amodell felírásához tekintsük a vizsgált részfeladat körmentes S-gráfját. Jelölje Lj a j

csúcsba irányított éleken át vezet® leghosszabb út értékét az aktuális részproblémához
tartozó S-gráfban. Jelölje ci az i berendezés utolsónak ütemezett taszkjának befejezési
idejét. A ci értéke a D.0.1 képlettel számítható.

ci = max(maxj∈Mi
(Lj + tij),minj∈Mi

(Lj)) +
∑

j∈Mi

tij (D.0.1)

ahol az Mi halmaz az i berendezéshez rendelt beütemezett taszkokat tartalmazza, az
Mi halmaz pedig azokat a nem ütemezett taszkokat, melyeket egyedül az i berendezés
tud végrehajtani. A tij jelöli a j taszk végrehajtási idejét, ha az i berendezéssel hajtjuk
végre.

Tartalmazza az N halmaz azokat a nem ütemezett csúcsokat az S-gráfban, ame-
lyekhez több mint egy berendezés áll rendelkezésre. Jelölje az xij nemnegatív foly-
tonos változó az i berendezés j taszkhoz való hozzárendelésének hosszát, ahol i =

1, 2, · · · , n és j ∈ N . Így az i berendezés legkorábbi befejezési ideje ci +
∑

j∈N xij

képlettel számítható (i = 1, 2, · · · , n), mely alsó korlátja a részprobléma végrehaj-
tási idejének, amit jelöljön az X változó. Minden j ∈ N taszkot végre kell hajtani
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D.1. táblázat. A szemléltet® példa receptje.
Taszk A termék B termék C termék

Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h) Berendezés Id® (h)

1 E1 8 E1 9 E1 7
E2 11 E2 7

2 E2 15 E3 5 E3 4
E3 5

legalább egy berendezéssel, azaz
∑

i∈Sj

xij

tij
≥ 1.

A D.0.2-D.0.5 képletekkel felírt LP modell X megoldása alsó korlátja az aktuális
részproblémának.

minX (D.0.2)

feltéve, hogy
ci +

∑

j∈N

xij ≤ X, i = 1, 2, · · · , n (D.0.3)

∑
i∈Sj

xij

tij
≥ 1, j ∈ N (D.0.4)

xij ≥ 0, ahol i = 1, 2, · · · , n, j ∈ N (D.0.5)

ahol n a berendezések száma, Sj halmaz a j taszkot végrehajtható berendezések
halmaza.

Szemléltet® példa az LP modellre

A következ® szemléltet® példán az LP modell felírását mutatom meg egy ütemezési
részfeladatra. Tegyük fel, hogy az A, B és C termékeket kell el®állítanunk az E1,
E2 és E3 berendezésekkel. A termékek receptje a D.1. táblázatban található. A
feladat recept-gráfja egy-egy batchnyi termékre a D.1 ábrán található. A recept-
gráfban S1 = {E1}, S2 = {E2, E3}, S3 = {E1, E2}, S4 = {E3}, S5 = {E1, E2} és
S6 = {E3}.
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D.1. ábra. A szemléltet® példa recept-gráfja.

A szemléltet® példa gyökér részfeladatának alsó korlátjának meghatározására meg-
adom az LP modellt. Az LP modell megoldását összehasonlítom a leghosszabb út
keres® algoritmus által kapott alsó korláttal. A gyökér részfeladathoz tartozó S-gráf
megegyezik a szemléltet® példa recept-gráfjával, amely gráf még nem tartalmaz be-
rendezésekre vonatkozó döntéseket. Így az Mi = ∅ minden i = 1, 2, 3-ra. A D.1.
táblázat alapján M1 = {1}, M2 = ∅ és M3 = {4, 6}. A D.0.1 képlet alapján c1 = 8,
c2 = 0 és c3 = 16. A gyökér részfeladathoz tartozó LP modell a D.0.2-D.0.5 képletek
alapján a D.0.6-D.0.13 modellt eredményezik.

minX (D.0.6)

feltéve, hogy
8 + x13 + x15 ≤ X (D.0.7)

x22 + x23 + x25 ≤ X (D.0.8)

16 + x32 ≤ X (D.0.9)
x13

9
+

x23

11
≥ 1 (D.0.10)

x15

7
+

x25

7
≥ 1 (D.0.11)

x22

15
+

x32

5
≥ 1 (D.0.12)

x13, x15, x22, x23, x25, x32 ≥ 0 (D.0.13)
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Az LP modellb®l számított alsó korlát értéke X = 17, 4 óra. A leghosszabb út keres®
algoritmusból számított alsó korlát értéke 14 óra.

Ahogy a szemléltet® példa is mutatja az LP modellel élesebb alsó korlátot kapha-
tunk a részfeladatokra, mint a leghosszabb út keres® algoritmussal. Azonban az LP
modell felépítése és megoldása sokkal nagyobb számítási teljesítményt igényel, mint a
leghosszabb út keres® algoritmussal számított alsó korlát. A levél közeli részfeladatok
esetén a két különböz® módon számolt alsó korlát között a különbség egyre jobban
csökken, ezért érdemes gyökér közeli részproblémák esetén az LP modellt, míg levél
közeli részproblémák esetén a leghosszabb út keres® algoritmust használni az alsó
korlát számítására.
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